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INTRODUCTION. 

Du calcul de la valeur approximative d'une intigrale dijinie, 

§ 1. Souvent il est necessaire, par exeraple dans des ques- 
tions de physique et de inecanique, de determiner la valeur 

d'une intigrale I f(x)dx, prise entre les limites finies x = b 

et x = a. 

Ce pendant, dans la plupart des cas qui se presentent, In- 
tegration echappe a toutes les tentatives directes, ce qui a 
fait chercher des moyens pour suppleer a Timperfection ou 
au manque absolu de methodes rigoureuses. Un de ces moyens 
consiste a developper f(x) suivant une serie convergente, afin 

de poavoir exprimer de meme la valeur de I f(x)dx dans 

une telle s£rie. Plus tot cette serie converge entre les limites 
b et a, moins on aura de termes a calculer pour determiner, 
avec un degre d'exactitude suffisant, la valeur cherch£e de 
Tintegrale. 

Si Tintegrale dont il s'agit peut etre exprimee assez faci- 
lement par une s£rie convergente, la solution est aussi com- 
plete qu'on peut la desirer; mais parfois on a des expressions 
tellement compliquees, qu'il est tres difficile — quoique tou- 
jours possible — de les developper dans des series conver- 
gentes. De plus, aussi souvent que les limites de Tintegrale 
ne per met tent pas de borner la serie a un petit nombre de 
termes, Tintegration par une serie ezige toujours des calculs 
qui prennent beaucoup de temps et donnent facilement lieu 
a des erreurs. 

Pour cette raison, il faut considdrer comme un avantage 
precieux de pouvoir se servir de formnles d'approximation 

1 



nous mettant en etat d'6viter totalement l'int6gration dans 

le sens propre da mot et d'^valuer la valeur de l'intlgrale 

fb 
d£finie I f(x)dx aussi exactement que nous le d&irons, 

sans avoir besoin de d£velopper f(x) dans une s^rie. 
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Valeur approximative d'une intigrale (Ufinie representee 

par Vaire d'une figure plane. 

§ 2. On peut representer la valeur d'une integrate d£finie 

b 
f(x)dx par l'aire de la figure plane A' ABB, fig. 1, 



limitee par l'axe X, les ordonn£es qui appartiennent aux 
abscisses O B = b et O A = a et la courbe A B (a), dont 
liquation par rapport aux axes des coordonn^es, perpendi- 
culaires entre eux, O X et OT, est d6sign£e par 

y = /(*)» 
a condition que f(x) garde sa continuity entre les limites 
x = a et x = 6. 

Cette observation conduit d'elle-meme a l'id£e de trouver, 
au moyen de la division de la figure curviligne par des 
ordonn£es interposes, un expedient pour calculer une aire 

approximative de la figure et par consequent une valeur 

fb 
approximative de l'int6grale dlfinie I f(x)dx. 

Mithode dee trap&zes. 

§ S. Divisons la base de la figure, c'est a dire la distance 
b — a = H, en (n — 1) parties 6gales & h et calculons de 
l'6quation y=f(x) les valeurs des n ordonnees 

yn y 2 > ys» ••• y— 1> y» 

(a) Toutes les fois que, dans cette 6tude, nous parlons de la „courbe A. B", 
nous avons aniquement en vue la portion de la courbe eitue'e entre les ordon- 
nees extremes A' A et B'B de la figure. 

Les notes suirantos sont placles a la suite de l'etude. Un petit ehiffre dans 
le tezte correspond avee celui de la note. 



2-*|a+fi + &+&+... + . 



qui correspondent aux abscisses 

a, a -f- A, a + 2 A, ... a + (n — 2) A, a -|- ( n — 1) '* ) 
considerons ensaite chaque bande de la figure se trouvant 
entre deux ordonnees consecutives com me un trapdze rectan- 
gulaire et par consequent la courbe limite A B comme une 
ligne brieve qui se forme quand on relie par une ligne droite 
les sommets de chaque couple d'ordonnees consecutives; il 
s'ensuit qu'une valour approch£e I de l'aire curviligne, ou, 
ce qui revient au meme, une valeur approchie de l'integrale, 
est representee par la formule 

y^-i + y» j _ 
2 

-*j a 4*+if.+if.+...+».-i j (i) 

qui renferme la rdgle suivante: 

Prenez la demi-somme des deux ordonnees ex- 
tremes de la figure et ajoutez-y la somme des 
(n — 2) ordonnees interposees; le total multiplie 
par la distance A entre deux ordonnees qui sui- 
vent immediatement, donnera une valeur ap- 
proximative / de Taire limitee par la courbe. 

En general l'exactitude de la formule (1) augmente avec 
n, c'est ik dire avec le nombre des ordonnees & mesurer. 

II est evident, 

1° que, pour une courbe A B qui oppose continuellement 
& l'axe X son cdte convexe ou continuellement son cdte con- 
cave, la formule (1) indiquera, dans le premier cas, une aire 
trop grande, dans le second cas, une aire trop petite, et 

2° que, pour le cas ou Ton desire une grande exactitude, 
on peut seulement se servir de la formule a quand chaque 
partie de la courbe AB y entre les ordonnees y p et y^+i, 
diffdre tres peu d'une ligne droite et b, dans le cas que les 
ordonnees croissent et decroissent regulidrement, quand les 
sommets -4, C, , . . ., fig. 1, des ordonnees & mesurer coincident 
egalement avec les points maxima et minima de la courbe. 



Mithode des paraboles passant par les sommetfs de 
trois ordonnees {Formule de Simpson). 

§ 4. On demontrera, e. a., dans le § 8 ci-apres, que, de 
la maniere saivante, on obtient pour I une expression qui 
est plus exacte que celle sub (1). 

On divise la base A B de la figure en 2m parties egales 
a h, par consequent la figure entiere en un nombre pair 2 m 
de bandes et Ton remplace ehaque partie de la courbe A B 
qui se trouve entre les ordonnees jfep-f-i ©t y« P 4-3 par une 
parabole du second degre tracee par les somraets des trois 
ordonnees ytp + i, ysp + 2 et y% p + z et dont l'axe est par allele 
a l'axe Y. 

Pour determiner l'aire approximative des deux bandes de 
la figure qui se trouvent entre les ordonnees y 1 et y 3 , on 
trace la corde A C. Soit i, Taire approximative de la premiere 
bande, i 2 celle de la seconde, alors i { + i 2 est egal & l'aire 
du trapdze A' C = h (y, + #3) augmente de l'aire du segment 

2 

parabolique A C= - h (2 y 2 — y x — y 3 ); done 

*\ + *» = § lyi + 4 y2 + ysl- 

De la m§me man id re on trouve pour les aires approxima- 
tives des bandes suivantes: 



En addition nant les aires de toutes les bandes on obtient 
pour l'aire approximative I de la figure entiere, 

A 

I= ^\Qfi +y2m + i) + 2(y 3 +y 3 + . . . + y 3 «-i) + 

H 

+ *(y2 + y4 + --- + 2/2m)J == g^- {(y, +y 2 *+i) + 

+ 2 (y, + y 5 + . . . + y«— 1) + 4 (y 2 + y 4 + . . . + y 2m )\ (2) 
Gette formule, appelee formule de Simpson, est, dans la 



pratique, d'une application fr&juente, surtout quand il s'agit 
de calculer l'aire de figures planes limitees par des lignes 
courbes, ou le volume de solides terminus par des surfaces 
courbes. On en deduit la regie suivante: 

Additionnez: la somme des deux ordonnees ex- 
tremes de la figure, la somme double des ordon- 
nees interposees avec les indices Impairs et le 
quadruple de la somme des ordonnees interposees 
avec les indices pairs. Le produit de ce total par 
le tiers de la distance entre deux ordonneea con- 
s6cutives produira une valeur approximative de 
l'aire limit£e par la courbe AB. 

Mithode des paraboles passant par les sommets de 

plus de trois ordonnees. 

§ 5. Au lieu d'etre une ligne brisee, comme dans le § 3, 
ou de se composer d'une serie de portions de paraboles du 
second degre, comme dans le § 4, la ligne rempla^ante pent 
etre compose aussi d'une serie de portions de paraboles du 
troisiSme, du quatrieme degr£, etc. Cependant, de cette ma- 
nure on n'arrive jamais a une exactitude aussi grande que 
quand on remplace, comme nous le ferons dans la suite, la 
vraie courbe limite par une seule ligne parabolique trac6e 
par tous les points connus de la courbe. Le nombre de ces 
points peut etre tel que les deux lignes limites se rapprochent 
sur toute leur 6tendue de si pres que l'aire inscrite dans la 
ligne parabolique differe tnoins de l'aire vraie de la figure 
que la grandeur qui peut etre n6glig£e. 

Terme8 de correction. 

§ 6. II est facile de calculer la difference entre une aire 
approximative 7, designee sub (1) ou sub (2) et l'aire exacte 
de la figure. 

A ce sujet, nous observons que, sans prejudice de la g£n&- 
ralite de la question que nous traiterons dans cette etude, 



nous pouvons supposer que la ou commence l'aire cherch£e 
se trouve aassi l'origine des abscisses. 

Soit done liquation de la conrbe AB, fig. 1, par rapport 
aux axes des coordonne'es perpendiculaires entre eux, A X et 
A. Y", representee par y =/(#). 

Ghaqne fonction de x peat etre de'veloppe'e dans une s&rie 
convergente qui ne contient qne des termes avec des puis- 
sances entieres de x (y compris la puissance ze'ro), & condition 
que la fonction de x, ainsi que les de'rive'es d'ordres divers, 
soient continues entre o et x. 

Dans cette 6tude, nous supposerons, non seulement que la 
fonction qui repr&ente liquation de la courbe A B, satisfait 
a la susdite condition, mais encore que la sfrie qui peut la 
rem placer est tellement convergente qu'un nombre de terraes 
relativement faible suffit pour representor la fonction sans 
erreur notable. Dans ce cas, il sera toujours possible de cal- 
culer, par les formules que nous allons d£velopper, l'aire de 
la figure avec une exactitude aussi grande que Ton voudra. 
Nous repr&enterons l'aire exacte de la figure ou une aire a 
peu pres parfaitement exacte par -F, i", i' n1 etc. (avec un 
accent) et une aire moins exacte, e'est & dire une aire ap- 
proximative de la figure, respectivement par i, *, t»? etc. 
(sans accent). 

Si au contraire la courbe A B ne satisfait pas & la con- 
dition mention ne'e ci-dessus, e'est & dire si p. e. la courbure 
de la courbe 6prouve quelque part une variation assez brusque 
pour qu'une d£rivee devienne infinie, les formules d'approxi- 
mation seront encore applicables, mais seulement pour les 
parties de la fonction dans lesquelles il ne se presente pas 
de variation brusque. 

Soit done liquation de la courbe representee avec une 
exactitude illimite'e par la se*rie convergente 

y = A Q + A x x + A 2 x 2 -(- A z x 3 + -4 4 # 4 + etc « . . (3) 

Soit la base de la figure A B r = H divise'e en (n — 1) 
parties 6gales & h et soient des ordonne'es, dont les longueurs 
yp V%7 y si •••!!« son t supposes connues, elevens sur les 
points de division, de meme que sur les points extremes 
A et B. 



L'aire approximative i f de la p iime bande, c'est a dire de 
la bande sitaee entre les ordonneea y f et y p+ i est egale a 

2 *(&> +J(p+i)» ou P" 06 <H* e 

y, = A + A, (p- 1) A + J, (p- 1)* A a + J, (p- 1) J h* + etc. 

et 

y,, + i = J + J,pA + ^jP'A 2 + .4, p 3 A* + etc. 

on a 

-4,A+g4 f(/>-l)+pi A J + ^ a I(P-1)* + P*! ** + 
L'aire parfaitement exacte t v « de la bande est 



^ 



= I \A Q 4- A t a + -4 a #* + A^ + ^^ + ^.J d# = 

J(p— 1) A 

=4, A+ ^ f(pA)*-(p- l)*k*\+\A t Hpk)*-(p- 1)*A'J + 

+ ^ J KM)*-(p-l) 4 A*l+^«{(pA) 8 -(p-l)WJ+etc. 
par consequent 

*r = 2 A &' + y * +1 ^ + 

+ 4 a A'g fp 3 - (p-l)'J - | {p 1 + (P-I) a i] + 

+ ^A*[j |p*-(p_l)*l - I {p» + (p_l)»f] + 

+ J 4 A»[1 [p»-(p-l)»| _ Itf+fr- iy\ ] + etc. 

Quand, dans la dernidre egalit£, on pose successivement 
p = 1, 2, 3, . . . (n — 1), on troave Paire exacte *" n *%, f Si 
. . . *V-i de chaque bande en particulier, et, en additionnant 
tontes ces aires, Taire exacte I de la figure entidre. Apres 
quelques calculs on trouve: 
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^=*\+*Vf i's^-- •• + *'»-! = 2 Myi+%2+2y 3 H l-2y--i+y.!+ 

+ ^A 3 {(«-l) 2 [|(n-l)-l]-[p+2 i -h3 2 +...+ (n-2)*]j+ 
+ ^ 3 A*{(n-l) 3 [i(n-l)-|]-[p + 2 8 + 3 3 -f-...+ (n-2) 8 ]j+ 

+ ^4*'{(«-l)*[g(«-l)-§]-[l 4 + 2 4 + 3 4 +...+ (n-2)*]j+etc 
d'oil 

r - ^=i Hr* +* + * + ••• + *-'} ~ 

1 A H s . 1 j 4 10«'-20n+9 
6 (n- 1)* 2 4(«-l)» 3 30 (n- 1)* ^* * 

5w 2 -10w + 4 m 2l« 4 -84w 3 +119« 1 -70n + 15 A _ 

12(n-l) 4 5 42(n-l)° 6 

14n«-56 w 3 + 77«»-42 w + 9 

24(n-l)° A ' U etC W 

Si l'on supprime, dans le second membre de (4), to us les 
termes qui suivent le premier, il reste la formule (1). Ainsi 
la difference entre l'aire exacte I de la figure sub (4) et 
l'aire approximative I sub (1) est designee par la somme de 
tous les termes qui dans le second membre de (4) suivent le 
premier terme. Dorenavant nous appellerons la somme des 
termes qni represented la difference 1 — 1 la correction de J, 
ou simplement com. 

§ 7. On peut, au moyen de (4), composer une formule 
d'approximation qui, pour un nombre «Sgal d'ordonn£es, est 
plus exacte que celle sub (I). 

En effet, quand on determine l'aire exacte de la figure, 
dans la supposition que seulement les deux ordonnees extremes 
de la figure sont connues, on a d'apres (4), n etant alors 
egal a 2: 

v ji V^y* ■*• \ fl*_\ A »4__ &_ a m^-A 770 _ 

— 2 6 2 4 3 10 4 3 5 -"•••• 

En soustrayant cette expression de (n— l) 2 fois (4), on 
trouve, apres quelques calculs: 
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i = 2 »(f-2) K"- 2 )& +y-) + 2 ("- 1 > &+»• + 
+ *«+• • •+ y-»)- 80(»-i)' ^ jH3 ~ i2(«!-i)» J » *" - • (5) 

Puisqa'en (5) le terme avec A 2 ne parait plus, le premier 
terme du second membre de (5) donnera une valeur I plus 
exacte que le premier terme du second membre de (4), c'est 
a dire que 1 'expression sub (1). 

§ 8. Si encore, comme dans le § 4, la figure est divis^e 
en un nombre pair de bandes et si Ton trace une parabole 
du second degr£ par les sommets du groupe d'ordonnees 
#2* + it ys^ + 2 et y 2j ,4-3i on trouve 

y* p ,i = A + A l (2p)h + A 2 (2p)*h* + J f (2p)»*» +... 
y*p+ 2 = ^o + A l (2p+l)h+ A % (2p+l)W+A,(2p+l)W+ ... 
y* P +z = A + A x (2p+2)h+A i (2p+2)W+A 3 {2p+2)W + ... 
et, par consequent, d'apres (2), pour l'aire approximative des 
deux bandes reunies situe"es entre les ordonnees yg^+i et ysp+z 

I ^ + 4(2p)A + 4»(2p) a A» + ^(8p)»A« +... 

-=4 ^+4^(2^+1) A-t-4^(2 P +l)U*+4^ s (2p+l)'A s +... 

d f 4,4- J,(2p-|-2)A+ J 1 (2p-l-2)»**+ J,(2j>+2)'A»+... 

=2J A+2(2p-hl)A^[(2p) , +4(2 JI ,+l) 1 4-(2p4-2) 1 ]4A 8 +... 

tandis que l'aire exacte de ces deux bandes est exprimee par 
»Vn + *»,+• = 2A o A+2(2p4-l)^ A»+I[(2p+2)»- (2p)»]^ a A»4- . . . 

aii) si cette aire exacte est egale a 



+ 



+ 



[Ij(2p4-2) J -(2p)3J-|j(2 / ,) a 4-4(2p + lf+(2 / ,+2)»j]^A s + 

[ J j(2i»4-2)* - (2p) 4 } - 1 j(2p)'+4(2p +l) 3 +(2p+2)'j] J s A*+etc. 

En posant ici p = 0, 1, 2, etc., on trouve successivement 
la somme des aires de la premiere et de la deuxieme bande; 
la somme des aires de la troisieme et de la qaatrieme bande; 
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etc. La somme de tcrates ces aires nous fait connattre l'aire 
I de la figure entidre, notamment: 

I= 3 {(yi+y2-»+i)+%3+y5+--.+y«i»--i)+%a+y4H — h 



+y«m)J- 



2 a ^iP__l J 8 2P- 



15(2m) 4 4 S(2my 

Ici nous pouvone faire une remarque analogue a celle a la 
fin du § 7. 

§ 9. On pent encore tirer de (4) une formule, dans laquelle 
les termes qui sont affect&i de A k et A 5 ne paraissent plus. 

Supposons, par exemple, que la figure est divisee en quatre 
bandes de meme largeur et que les ordonnfes extremes t/ n 
Vii Vz> y± e ' y» de ce9 bandes sont connues, nous trouvons 
d'apr&s (4): 

si seulement les ordonn&s extremes de la figure sont mises 
en compte, puisque alors n = 2, 

-A AH t_| AjB s_ (6) 

poor les troia ordonne'es y„ y, et y 8 , on a n = 3 et 

1 2\ 2 +y»| 24 - * 1 * 16"* ,if leC*** 

192 8 896 6 256 ' K) 

et poor les cinq ordonne'es, n = 5 et 

Ou - ttk / «7 j -rat A f 00 j . , _ Ol v j tto ^*"\\ 

"2560 ^^"8072 ^ 3 ^ - 57344 ^°^~ 16384 ^ fl "" (8) 

En soustrayant (6) de 4 fois (7) et de 16 fois (8), on 
trouve apres quelques calculs, 

^=6^ + 4 ^+^-T20^ fl5 -^^ fl6 -oW^ fl '- 

-U^B 9 - > W 

et 



■ A ff — 

2688 6 
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5. i W_ 475 J OT __ 195 J CT8 _ /JO* 

64 5 ^ 3584 e 1024^' (10) 

En soastrayant ensuite 120 fois (9) de 32 fois (10) on 
trouve, apree redaction, 

I ' = i{ 7(y « +y8)+32(yj + J '* )+12yj !~26l 

-m** 9 - <"> 

On voit qu'en (9) non seulement les termes avec A 2 et -4 8 
ne se trouvent plus, mais qu'en outre les termes homonymes 
de correction y sont plus petits qne ceux dans la formule 
(7), qui correspond avec la formule (1) pour 3 ordonn£es & 
mesurer. Ensuite qu'en supprimant tous les termes de correc- 
tion l'ezpression pour I sub (11) est beaucoup plus exacte 
que celle sub (8), c'est a dire que celle sub (1) pour n = 5. 

§ 10. De pareille manidre on pourrait d^velopper des for- 
mules d'approximation pour n = 4, 6, 7, etc. dans la sup- 
position que les ordonn£es a mesurer y p et y p+ i suivent 
successivement & des distances 6gales. Nous trouyerons tou- 
jours pour I one expression de la forme 

I=H\h (y 1 +y„) + /3 2 (y 2 +y ll «i) + /3,(y s +y w _ 2 )+etc.i 
dans laquelle j3 lf (3 2 , /3 S , etc. sont des coefficients num&iques. 

Dans la premidre partie de cette 6tude, nous traiterons 
d'une m£thode directe et g£n£rale pour ^valuer les yaleurs de (3 P . 

Application des termes de correction. 

§ 11. Pour faire connaitre par un exemple l'emploi des 
termes de correction, nous nous proposons d'appliquer ces 
termes & l'approximation de la valeur de l'int£grale 



= f — 



g 
c'est & dire du logarithme n£perien de 5 dont la valour exacte 

est Igale a 0,1177 8308 5656 



12 

Puisque nous avons plac£ l'axe Y au commencement de 
Taire eherch^e nous devons mettre x = 8 + x > P ar q u °i 
l'integrale se change en 

T— f l dx 

1 —J Q 8 + *' 

d'ou, selon (3), 

V = ^o + A * + A 2 x 2 + A 3 x 3 + A 4 x* + = 

-£-.- , r ®-+®*-®''+®'+ 

En appliquant, par exemple, la formule sab (6) pour deux 
ordonne'es a mesurer, on obtient puisqu'ici H =1 succes- 
sivement 

/,=£+& = 1 (1 + Vj = o,U80 5555 5556 

- ^A t = J m = — 0,0003 2552 0833 
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I t = yi Z — « 4» = OjH 77 80°3 *723 



~J^ 3 = iW = 0,0000 6103 5156 

I=?!l+Jb — 1 A - \ A = 0,1177 9106 9879 

3 2 6 * 4 * 

— 1 4 4 = — 1 (IJ* = - 0,0000 0915 5273 

7 4= *L+2s _ 1 ^ _ 1 a z _ ^ = 0,1177 8191 4606 

~" I A * = lilj = 0,0000 0127 1566 

h= V ^- ^,-^3-^-^-^5 = 0,1177 8318 6172 



Objet de cette dtude. 

§ 12. Non seulement dans certaines recherches purement 
scientifiques mais encore dans la pratique, il arrive souvent 
que les valeurs d'int£grales d^finies doivent etre calculees 
avec la plus grande exactitude possible. 

Par exemple dans l'architecture navale pour determiner la 
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capacity libre, le centre de gravity, la stability et la resistance 
du navire dans l'eau. Pour faire ces calculs, on trouve diver- 
ses m£thodes dans la pi up art des traites de calcul integral. 
Mais, souvent celui qui est charge des calculs indiqu£s est 
d^Eja depuis un grand nombre d'annfos dans la pratique et 
ne connalt plus suffisamment les parties plus avanc£es des 
math£matiques, pour pouvoir suivre les d6veloppements des 
diverses methodes d'approximation tels qu'ils sont donnas 
jusqu'a present dans les ouvrages traitant de ce sujet. De 
plus, jusqu'ici les divers groupes de ces methodes ne sont 
pas d&luits d'une seule regie generate, mais traites pour la 
plupart s£parement, ce qui rend difficile de saisir nettement 
le sens et la port£e du sujet. 

Or, dans le chapitre premier de cette 6tude, nous develop- 
perons une regie, d'ou peuvent etre derives directement et 
d'une maniere trds facile toutes les formules d 'approximation 
dans lesquelles la courbe limite AB de la figure est rempla- 
c£e par une^ligne parabolique ayant quelques points de com- 
mun8 avec la courbe arbitraire AB. Cette regie repose sur 
des bases tres el£mentaires ; sa demonstration ne demande 
guere plus de connaissance que la solution d'une Equation 
lineaire. 

De plus, dans cette etude nous deduirons de la rdgle susdite 
quelques methodes et formules nouvelles d'approximation. 
Ces formules donnent, avec un nombre £gal d'ordonn£es a 
mesurer, une approximation plus grande et plus facile a cal- 
culer que les formules qu'on trouve ailleurs. 

Le lecteur jugera si pour ces raisons il pent tirer quelque 
profit de cette etude. 
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CHAPITRE I. 

Rfegle pour exprimer en formule 

1° l'aire approximative d'une figure limine par one 

courbe arbitraire et 
2° Ferreur on la correction de ^approximation. 

§13. Soit l'equation de la courbe AB, fig. 1, par rapport 
aux axes des coordonnees perpendiculaires eutre eux, A X 
et A Y" representee avec une exactitude illimitee par la aerie 
convergente 

y=f(x) = A Q + A l x + A 2 x* + ... + A im + l x*"+ l + 

+ A*** ***+* + etc (12) 

sans exception pour aucun point, alors l'aire I de la figure 
est representee par 

J = f* \A + A t x + A 2 f + . . . + ^ +1 ^+ 1 + 
+ ^ m+2 ^+M-etc.J<fc=£^ 

Nous n'attribaons, au commencement, aucune valeur de- 
termine aux abscisses & mesurer; les expressions pour I et 
I qui proviennent de suppositions speciales par rapport aux 
abscisses seront deriv6es de formules applicables pour toute 

valeur de o ™ x p *Z H. 

Supposons que les coordonnees de n points de la courbe 
A B sub (12) soient connues, et que, par ces n points, soit 
tracee une ligne parabolique du (n — l) me degre, alors une 
aire J, qui represente approximativement l'aire I, sera com- 
prise entre cette ligne parabolique, les ordonneee limites 
A x A et B x B et l'axe X de la figure. C'est d'abord cette 
aire I que nous determinerons en fonction des n coordonnees 
connues de la courbe AB. 

Soit l'equation de la ligne parabolique representee par 
y 1 = C Q + C x x + C 2 x 2 + . . . + C n _ 2 *-* + 0,-1 a?-\ 
et soit (x p1 y p ) un point connu de cette ligne, on a alors 
y P = C + C l x p +C 2 x p 2 + ...+C n - 2 x p ^*+C n - l x p *- l ..(U) 
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Dans le second membre de (14), se tronvent n termes, 
contenant chacun un coefficient C t ; les valears de ces coef- 
ficients, et par consequent anssi la valenr de 

= H{ C + lc.fl+i C 2 fl» + ...+ ^jC. B-> + 

+ l<7_ 1 i?-i} (15) 

peuvent Stre d&luites des coordonn£es des n points connus. 
Gar, si Ton substitue en (14) successivement les valeurs des 
n abscisses, appartenant aux n ordonn£es connues, ainsi que 
ces ordonn£es elles-mSmes, on obtient n Equations dans les- 
quelles les n coefficients C q et les n ordonn£es connues ne 
se pr&entent, chacun en particulier, qu'au premier degr& 
Les n coefficients C q des n Equations peuvent Stre exprimls 
dans les premiers degree de y p . Done, si Ton substitue ces 
valeurs de C q dans l'expression pour I sub (15), il est 6tabli 
aussitdt que la yaleur de I est une fonction linlaire de y pJ en 
sorte que I pent Stre repr£sent6 par une expression de la forme 
I=HiD i y l + D %y§ + D 2 y s + ... + D n -.iy n - l + D H y n ]...(16) 
dans laquelle les coefficients D p sont des fonctions unique- 
ment des grandeurs x p , e'est a dire qu'ils representent, in- 
d£pendamment de la courbure de la ligne parabolique, des 
nombres constants. 

Quand on substitue en (16) les valeurs des ordonnees con- 
nues, calculees de (12), on trouve: 
I=HD l \ A -\- A i x l +A 2 z l 2 + A z x i *-\-AiO! l * + ete.]-\- 
+ HD % lA + A l m % + A § x % * + A 9 * % * + At*S+ » } + 

+ nDtlA + A t *i + A % mS + A t mS + AtmS+ » | + 

+ HD n \A + A l x n + A i x n 2 -\-A,a! H * + Ata! n *+ > \ = 
= H[\ D x + A+...+ 2>.Mo + 
+ \x x D x +x % J9 2 +...+#„ D n \A x + 
+ { m*D x + *SD % + . . . +x*D n \ A 2 + 
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§ 14. En soustrayant (17) de (IS), nous trouvons pour la 
difference T — 7=corr: = 

• 

-i = tf[{l -( D t + D % +...+ D n )}A + 

11 est clair qu'on obtient pour I une expression d'une 
exactitude plus grande a mesure que la valeur de la somme 
des termes en (18) est plus petite. A ce sujet, nous faisons 
observer que dans l'expression sub (18) tous les termes avec 
Atp + i disparaissent si, comme dans la fig. 2, l'axe Fse trouve 
au milieu de la base de la figure et si lesordonneesa mesurer 
sont plac£es sym&riquement par rapport a cet axe. 

En effet, d^pla^ons Taxe Y du point A', fig. 1, au point 
0, fig. 2, A 6tant egal a B\ et soit 

y =/(#) = a o -f- a \ x + a 2 x * + a a ^ 3 -t~ a 4 &* 4- e ^ c - • • (19) 

l'equation de la ligne limite AB, maintenant par rapport 
aux axes OX et Y, fig. 2. 

Suivant (19), on trouve pour l'aire parfaitement exacte de 
la figure 

T = I I a + a x x -f- a 2 x 2 -j- a z x 3 -f « 4 # 4 + e ^ c - f d& = 

=^!«o + g(i) a « a ^+i(^)\^ + iQ) 6 «o^ + 

+ §(y 8 « 9 ^ 8 +etc.} (20) 

Si nous trains par 2m points connus de la ligne limite 
AB, qui sont situ£s symetriquement par rapport a l'axe Y, 
une ligne parabolique dont l'equation est representee par 

y = b + b x x + b 2 x 2 + ... + b im -iX im -\ 

et soient ( — x p , y'—p) et (x p , y p ) les coordonn£es de deux 
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points de cette ligne qui se troavent a des cdt&i opposes et 
a des distances egales de l'axe Y, on a 

£=lJ^ := b + b t mS + b t »,' + ... + b 1M *S~*. 

Indiquons de nouveau par I l'aire limine par la ligne 
parabolique et qui donne approximativement l'aire vraie T 
de la figure, alors on trouve, en suivant une meme demon- 
stration que dans le § 13, que I peut etre repr£sent6 par 
une expression de la forme 

7 a - J g|s 1 . y- i +y+ i +^ a . y - 8 + y+8 +...+ 

+*». y — t y+ " } ( 21 ) 

Soient ensuite ( — x p , y_ p ) et (x p1 y p ) les coordonnees de 
deux points de la vraie courbe AB, situes de part et 
d'autre et a des distances Egales de l'axe Y, on a 

^^^^ = a +a 2 x p % +a i x p ^+a Q x p ^+ 

Si ces valeurs de T sont substitutes en (21) pour 

x = x v x v . . . x m , et si l'expres8ion obtenue ainsi pour I est 
soustraite de I sub (20), on trouve pour la difference de l'aire 
vraie/' de la figure sub (20) et l'aire approchee I sub (21): 

T — 1= corr: = 
= #[ j 1 -( B t + B 2 +...+ B m )}a + 

+ ^(^H'-(x 1 *B l + x 2 *B 2 +^ 

Soit r p la relation entre la longueur de H et celle de 
rabscisse x p , alors nous avons x p = r p H et nous pouvons 
remplacer la dernidre expression pour T — 1 par la suivante : 

2 
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1' — i= corr: = 



-I 



+ 1 



+! 



1 -( B,+ B t + ...+ 

i(I) a -( ,-,«*,+ r a » #, + ...+ 



r*B 2 + ...-} 



+ 1^1 ©'""'-('."— ^.+v—«i + ...+ 



+ r.»— »BjJ a, «_,*•— > + 



+ 



(2m + l\2/ 



8m 



- ( r, s -5 t + r a »-S, + . . . + 



+ r.»»fl w )}a, 11(J ff«»+i + 



+ i^i GT + ' - <'" + ' i *' + V-+'^. + • • • + 



+ r„»«+*.B m )ja,« +8 #*•+» + 



"*" l2m + 5\2/ 



Snt+4 



- (r t »-+* B, + r a *"+* B % + . . . + 



+ '.'" + 4 ^)«l.+4fl , " + , + 



1 



+ {n^r: (I)'""' -<-■'-*• + 



>■,'—' •»> + ••• + 



+ r.«— ' B.)} «„_, J?>— ■ + 
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+ {nrFiST " ( r,4 " jB,+ '**> + •- + 

( 1 /l\ 4 *+» 

+ r m <"+*B m )}at M +>B*»+* + ete (22) 

Cette formale est la formule fondamentale de notre 6tude ; 
toates les formules d'approximation connaes, dans lesquelles 
il est admis que la courbe limite A B est remplac£e par une 
ligne parabolique, en peuvent §tre derives. 

Les termes avec as F+ i ne se trouvent plus en (22), ce qui 
rend les calculs beaucoup plus simples. C'est pour cette raison 
que nous supposerons le plus souvent dans les recherches 
suivantes que les ordonn&s que nous devons mettre en compte 
sont placles symltriquement par rapport a l'axe Y. 

En attendant nous remarquons que, puisque les ordonn^es 
a mettre en compte doivent toujours se trouver deux a deux 
& des distances 6gales de l'axe Y, fig. 2, leur nombre est 
toujours pair, Igalement quand x x = 0, c'est a dire meme 
quand les deux ordonn^es du milieu tombent sur l'axe Y et 
ne forment qu'une ordonn£e a mesurer. Dans ce cas cepen- 
dant le nombre des ordonnees a mesurer est impair. Nous 
indiquerons, e. a. dans les §§ 20, 22 et 35, quelle conse- 
quence remarquable il en r&ulte si Ton prend x x = 0. 

§ 15. Nous donnerons a la formule (22) une forme plus 
g£n£rale en repr&entant les expressions qui 7 sont placees 
entre les accolades \ \ par J , 3 2 , J 4 ,...J 1P , etc. et les 

Taleur8 u I (1) • I (1) » • • • 27V1 @ '' etc> par 8 °' "*' 

a 4 , • . . a 2 j,, etc., en sorte que nous obtenons le groupe d Equa- 
tions suivant: 
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a. 



a. 



-( 



-( 
-( 



+ 

+ 

+ 



S. + ...+ 
r» a -B») = * a , 



a2»-8 


-( 


V"- *-B, -t- 

+ 




as« 


-( 


',•-■8, + 

+ 




&3m + 2 


-( 


+ 


V+»B, + ...+ 


&SM + 4 


-( 


+ 





&4»— 2f— 2 — 



*4m— 2f ~" " 



a4m— 2j + 2 — 



a*i»— si+4 — 



etc. 



( ri 4»-2,-8 5i _J_ r> 4»- »J-»B a _|_ . . . + 

+ f. 4 — »*- 2 5 w ) = J4— 2,-2, 

( r l * m -1B l + r,«»- ** .£,+ ...+ 
(r,*— *« + * .B, + r,«—*+» J, + . . . + 

+ «•«*"- * + , *-)=»**— * + «. 

(r,*— *+* 5, + r 1 *—t+ l B i + . . . + 

+ ♦"»*— 9, + 4 -B») = V.-8, + 4, 



(28) 



) 



§ 16. Eq outre nous donnerons aux expressions pour } 3m , 
&2»+2»etc. sub (23) une forme plus convenable pour les cal- 
culs. A savoir: 

si en (23) nous 61iminons des m premieres equations les 
grandeurs B p et si nous substituons leurs valeurs dans la 
(m + l) me Equation, c'est a dire dans l'expression pour J 3w , 

si ensuite nous eliminons de la seconde jusqu'a la (m + l) me 
Equation inclusivement les grandeurs B p et si nous substi- 
tuons ces valeurs dans la (m-f-2) mo Equation, ainsi dans 
I* expression pour 2s* + 3; 

si nous continuous nous trouvons, en posant 
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la 8omme de toutes les grandeurs r, 2 , r 2 2 , ... r m 2 = S,, 
la somme de leurs prodaits deux & deux = S 2 , 

la somme de leurs produits trois & trois = S 3 , 

•••••••••i 

leur produit continu = S m : - 

&2» ' = *2m — (*2«-2 — &2m-2 ) 5, + 

+ (■■.-« — h»-t )5 2 -...(-l) w (a - 

— *0 ) $ni 

^2»»+9 =ft2» + 2 (*2m — &2m )Sj + 

+ (*»»-» —hn~% )S a — ...(— l) ro (a a — 

*2 )5 wf 

*2» + 4 = *2» + 4 (&2m + 2 $2m + 2 ) S { -f- 

+ (»2» — *2» )«,— ...(-l) M (a 4 — 

->4 )« 



(24) 



'mj 



}*m— 2q — 2 = a4»-2tf — 2 (ft**— 2j-4 — ^4*-2j— 4) $1 + 

+ (a4»-2 f — 6 — 34 W „ 8 j-. 6 ) £ 2 — . . . ( — l) w (a 2lll _ 2 j_2 — 

2%m — *q-2)S m i 

°4m—$q = &4ii»— 2f (&4 m —2q — 2 ^4« — 2$— 2) $1 -f- 

+ (a4»-2«-4 >4»-2j-4)5 a — . . . ( l) m (** m -2q 

$2m-2q )5 m , 

&4i» — 2j + 2=*4» — 2j> + 2 — (&4W— 2j — 3 4w _fy )5j + 

+ (a 4w _ty_ 8 — $4»— 2^— s)5 2 — . . .( — l) m (a2 W _2j + a — 
etc 



(25) 



§ 17. Si du groupe sub (23) on prend arbitrairement m 
Equations et si Ton attribue h, chacune d'elles une valeur 
quelconque, on obtient alors m Equations dont — si elles ne sont 
pas mutuellement en contradiction — peuvent etre resolus: 

1°. les m coefficients B p sub (21), si Ton donne a chacune 
des m grandeurs r p une certaine valeur (nous suivrons cette 
m£thode — quoique d'une manidre moins g6n£rale — dans 
le deuxieme chapitre de cette etude); 

2°. les m valeurs r p s , si Ton donne & chacun des m coef- 
ficients B p une certaine valeur (comme nous le ferons dans 
le troisifone chapitre), ou 
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3°. les m valeurs qui restent inconnues, si Ton donne a 
(m — t) grandeurs r p 2 et a t coefficients B p une certaine 
valeur (quatridme chapitre). 

Si les valeurs de r p sub I ., ou celles de B p sub 2°., etc. 
sont connues, on peut calculer de (21) la valeur de 1 et de 
(22) la valeur de corr: qui y appartient. — 

Excepts aux §§ 33 et 34, nous supposerons toujours dans 
cette Etude qu'en (23) les valeurs i% p des m premieres Equa- 
tions sont egales a zEro, de sorte que nous avons le groupe 
suivant d Equations 

B \ + ■*» + •••+ s m = a » 

**B X + V*a + — + *» a *» = ■*. 
V*i+~ r % 'B % + ...+ r^B m = fi v J (26) 

r*»- * B x + r a 2 —» B 2 + . . . + rj— B m = a^. 

Si Ton Ecrit des grandeurs r^, r 2 2 ,.... r m 8 , a r exception 
de la grandeur r p a : 

pour leur somme S,, 

pour la somme de leurs produits deux a deux . . 2 2 , 
pour la somme de leurs produits trois h, trois . . Z 3 , 

pour leur produit continu 2»—ii 

on trouve de (26): 



B * _ r/— » — V— *Z t + r p 2 ~- 6 2 2 - . ..(-lr^Z^i 

ou 

„ agw-2 — &2m-4 S t + a 8m ^ < Z 2 — . . .(— l)"-^ 2^,! 

valeurs de B p1 qui transportEes en (21), font connattre l'aire 
approchee I de la figure, exprimEe en r, y et m. 

Dans les m Equations sub (26) se trouvent m grandeurs 
B p et m grandeurs r p 2 , done en tout 2 m grandeurs. Ges 
2 m grandeurs admettent 2 m Equations, tandis qu'en (26) 
elles ne sont liEes que par m Equations. Par consequent, si 
en (26) nous ne donnons qu'a q grandeurs r p 2 , q Etant Egal 
ou infErieur a m, des valeurs arbitraires, nous pouvons faire 



(27) 



(28) 
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correspondre encore lea (m — q) autres grand ears r p 2 a (m — q) 
Equations de condition. Par exemple, nous pouvons alors poser 
la condition que (m — q) termes arbitrages 3s, sub (25) 
auront des valeurs qaelconques, pourvu que celles-ci soient 
choisies de manidre qu'il n'en r&ultent pas, pour une ou 
plusieurs des (m — q) grandeurs r p 2 qui doivent etre d6ter- 
min£es encore, des valeurs contraires a la nature du probl£me. 
Quand nous posons ici que chacune des (m — q) premieres 
valeurs de Jj p sub (25) doit etre 6gale a z6ro, nous trouvons 
de (25), puisque J = o, ... $4 m _8 f _$ = o, 



Sg, 



= a»i 



h 



m + t 



= a 2i» + ^ 



>2» + 4 



-•••(-I)" 

= a2»+4 — a8»+s£i + 



*2»— 4«*2 

as»-2 5 a — 



&4»— 2$ — 2 = *4« — 2f-2 — **m— 2f— 4^, -f- &i m — fy-e^ — 

— . . . ( — l) m *%m—2q—StSm = 

et 

corr: = J 4 *-9«^* w -^ +1 a4m-^ + 

+ *4i»-3«+*fl 4 *~ 8 ' +3 04»--2«+2 + etc 



(29) 



§ 18. Comme r6sum6 de tout ce qui a 6t6 dit ci-dessus, 
nous obtenons le resultat suivant: 

On trouve: en premier lieu d'apres les premieres Equations 
de {29) les valeurs des r p qui ne sont pas prises arbitraire- 
ment; ensuite d'aprds (21) l'expression pour I en y transpor- 
tant les valeurs de B p de (27) ou (28), et enfin d'apres la 
dernidre equation de (29) l'expression pour corr:, notamment 

corr: = *4»~2*# 4m -"*« +1 a4*-2, + 

+ >4 W -2,+4fl 4w - 2 « +6 a4«-2 f +4 + etc (30) 

ainsi, en relation avec (23): 
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cotx:=R, u ^ -( *•/»-*<£,+ r 2 *— *B % + ... -f 

+ r,*— "f^JIfl*— "i + ^—ii + 

+ *n>- Sq +*-(r l *»-* + *B l +r % *»-**+*B 2 + ...+ 

+ r m 4 — *+*5 w )J #**-*<+' a4„_2,-M + 
+ etc (31) 

ou, en relation avec (25), en remarquant que 3 = o, J a = o, ... 

*4» — 2f— 2 == 0" 

corr: = {a 4lll _oj — a 4m _ 2 j_ 8 iS 1 + a 4lll _2*-4S a — 

-...(—1)" ai,.^flLIfl*— *»+ 1 a 4 .. % + 

— ...(- l) m a 3w _ 2 < +9 S m J£P«-*+»a4 m _2< + 2+ 

+ { a 4»-9tf + 4 (a4 w _8 ? + 2 itn-iq + 2)Si + 

+ ( a 4« — 2$ ^4« — 2j)5 2 — ... 

...(— ira 2w _ 9 , + 45 w |fl*— 2 *+ 5 a4*_**+4 + etc.(82) 



CHAPITRE II. 

Les yaleurs des coefftcients numfriques se troavent 

dans la formule de l'aire approximative d'nne figure 

exprim£es en fonctlon des longueurs des abscisses. 

§ 19. Nous commencerons par d&luire les formules d'aprds 
Newton-Cotes et d'apres MacLaurin, les premieres 6tant les 
plus anciennes et encore les plus employees. 

Mithodes d' approximation rfaprh Newton-Cote* et daprfa 
MaeLaurin (k toutes les abscisses, on a donn6 des longueurs 
d£terniin6es). 

§ 20. En suivant ces deux methodes, on adopte des ya- 
leurs d£termin6es pour toutes les grandeurs r p des abscisses 
a mesurer; ainsi, nous avons alors dans le § 18 q = m. 

Dans ces deux methodes, on suppose, quand le nombre 
des ordonn^es & mesurer est pair, que la figure est diyisle 
en bandes de largeur 6gale, comme nous l'ayons fait dans 
les §§ 3 et 4. En appliquant la m^thode selon Newton-Cotes, 
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on suppose que lea ordonnles extremes de chaque bande 
seront mesur^es, tandis que, si Ton applique la m£thode de 
MacLaurin, on suppose que, de chaque bande, seule l'or- 
donnee medians est mesur£e. 

Si le nombre des ordonn£es & mesurer est impair, on ne 
suit pas tout a fait cette division de la figure en bandes de 
largeur Igale; on admet une exception, dans ce sens qu'on 
prend x i = o 1 en sorte que les deux ordonn£es du milieu de 
la figure, notamment t/_i et y+i, tombent l'une sur l'autre 
dans l'axe Y et ne forment qu'une ordonn£e a mesurer y r 
Dans ce cas, il n'y a par consequent que (2 m — l)ordonn£es 
a mesurer, mais en r£alit£ 2 m ordonn£es sont mises en compte. 
C'est de lit, qu'en appliquant les deux m&hodes nommfos, 
l'exactitude de l'approximation est a peu pres aussi grande 
avec un nombre impair d'ordonnfos a mesurer qu'avec le 
nombre pair qui y succede immldiatement. 

On a — voyez les tables A et B & la fin de cette 6tude — selon 
Newton-Cotes, en cas d'un nombre pair d'ordonn£es & mesurer 



2m — T2 ; r *~ 



3 1 

2m—l'2 ; ' s 



• • 



• **m — 



et pour un nombre impair: 

1 



m — 1 



1 
2 ; 



2m — 1"2'" 
2m — 1 1 
2m— 1*2 

_ 2 1 
r »~ »— 1'2 S '" 



m 



— 1 1 



• t • 



m 



(83) 



m— 1*2* 

Selon MacLaurin on a, si le nombre des ordonnees a mesurer 
est 2m: 

11 8 1 5 1 



r l 


""2 


m 


2' 


r 2 = 


"2m" 


2' 




r ^ 2m' 
2 

• • • **» 


2' 

m 

2 


> 

— i 

m 


• 

1 
*2 


et 


s'il 


est 


(2 m 


-1): 
















n 


= o; 






*2~ 


2 
2m — 


• 1' 


1 
'2 5 

• 


4 

4* =S — — 

» 2m — 
2w 


r 

i — 


1 

2' 

-2 
.1* 


• • • 

1 

9* 



(34) 



/ 
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On trouve, apres quelque d6veloppement, en substitaant 
les valours de r p de (33) et (34) en (27) ou (28), les va- 
lours de B p et, en substituant les valeurs de B 9 en (21), 
les expressions correspondantes pour L Puis, en vertu de (30) : 

+ **+*&-+'*„+*+ etc (35) 

Ainsi, d'apres (31), 

f 1 /1V~+ S 
+ {2^+3(2) -W m+aS > + V-* + - + 

+ r m **+* B*)} H*»+ 3 <H m+t + 

+ r«*-+*5»)}£P-+«a 8 . +4 + etc. . . . (36) 

ou, d'apre* (32), puisque aj,= ^-— — ^- J , 

_f 1 2*.S l , 2*,S, 

C0 " *~ 12 m + 1 "2^T + ^38~ * " 

...(_!)». 2!^»J0 8 - fl8 . + i a8w+ 

"•"^m + S 2m+l~ r 2m — 1 '" 

2*" S 

. . . (- 1)» . i-j3=- + 

K1\2«+« 



f 1 2»,g, 2«,S, 

^^wi + S 2»n + 8" r 2»n+l ' 



...(_!)». 2!!^» + 2«-+*> i . +8 S l _- 
-2*-+**, 5 J }Qy" +4 fi»«+ s a 8 » + 4+ etc. (87) 
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§ 21. Pour montrer la me'thode de calcul de B p , de 1 et 
de corr: nous prenons la formule d 'approximation d'apres 
MacLaurin, dans le cas ou le norabre d'ordonnees a mesurer 
est 5, de aorte qu'on a, d'apres (34) : 2 m — 1=5, ainsi m = 8, 

1,2 . ,1.-4 

puis r t =o, r 2 = g et r,==g, our l * = o,r 2 1 = ^etr s i =^. 

D'apres (26) nons avons 

B t + £ t +. *,-v-l, 

rS£ t +V J B a +V2?,=a a = ^J l 

ainsi, d'apres (27), 

_ a 4 - a, 2, + a S a 5(2] ~ 3(2^ Z ' + Z » 
* r,* - V 2, + 2, r,« -r,» 2, + 2, 

par consequent 

5\2/ 3\2/ \25^25y^25'25 201 
»~~ J_ _4 ~~ 576' 

25*25 

_ 5\2/ 3\2/ , 25 _100 
2 / 1 \» t a 576 » 



\25/ 25 ' 25 



et d'apres (21) 



7=77/2°i yi+y, 1 100 y-« + y+» . 275 y _ 3 +y+» i 

1576' 2 ^576' 2 "*" 576* 2 I 



ou 

H 



i= TI 52 {402 yi + 100(y_ 8 + y +8 ) + 275(y_s+y + »)}. 

Pour la correction, on troure d'apres (35) 
corr : = ^JfTa, -f * 8 .H*a 8 + "J 10 fl n a, + etc. 
et puisque m=3 et x l =o, on a, d'apres (36): 
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d'oil 
c 



/1\ 8 223 „_ , /1V> 869 „. . 
0rr:== (2J--l3l25^ a « + (2J-l8l25 fl a « + 



+(D" 



4296875 a,0 + 



14-4 1 14 

oa de (37), puisque m=3, 5, = -g- — 5, ^""25 'IS"" 



4 
625 

223 



= coe et £, = 0, 



8 17 5" 5^" 3 '6251 \2/ \2/ ' 18125 ' 

> -/I_ 4 I4-I 6 J-4-4 _223_ li/lV 
* s— 19 7* 5^ 5 " 625^** 13125 '5' W 

rl 4 1 16 _4_ 
^ 10 — 1 11 — 9 - 5 "+" 7 •625" t " 4 - 



869 . 
et 



28125 
869 1 



— 16. 



28125 " 5 
228 4 



l/iy°_/l\ 10 170273 
I \2/ \2J # 4296875' 



13125 • 625 

ce qui donue le memo resultat pour corr: que celui que 
nous venous de trouver ci-dessus. 

Enfin, pour les longueurs des abscisses, on trouve, x p 
♦Stant 6gal a r p H: 

Les expressions, d'apres Newton-Cotes et MacLaurin, pour 
7 et au moins le premier des termes de correction qui y 
appartiennent, sont recueillis pour n=2, 3, etc. dans les 
tables A et B & la fin de cette etude. 

§ 22. Appliquons les termes de correction a l'approxima- 
tion de la valeur de l'inttgrale de 
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/= | ^.=0, 1177 8803 5688 

J8 X 

En prenant x' = 8}-\-x, l'integrale se change en celle-ci 

f+i dm 
J-l 8* + «' 
d'ou y = a -|- a, * + a i** +a, «* +o 4 «* + -'- = 

= 8T^ = r7-(nJ*+(Ap-(^) 4a,,+ (n) 5 * 4 ---- 

Les forinales d'apres Newton-Cotes donnent pour n = 2, 8 
et 4 ordonnees a mesurer (table A) poor 

n=2:J=^(y_ l +y + i)= 

= ^(§ + §)= 0,1180 5556 .... 

COrr: 278 a » = 

= — I (j$ = -0,0002 7139 



aineril^ 0,1177 8417 

n = 8:/==g|(y_j+y + j)+4y,J = 

= g{^+4.^}= 0,1177 8822 44.... 



corr: 2.8.4.5 a * = 



— ikinf = - q » 0000 ° 018 ? 8 ■ • - • 

aiusi 7= 0,1177 8303 66 ... . 

n = 4:J=g|(y_ 2 + y+2) + 

-I- 8(y_i+y +1 )j= 0,1177 8311 9658 . . 

COrr:== -2^5 a < = 

= - 270 (ff = ~ °' 0000 ° 008 3472 • • 
ainsi 1= 0,1177 8303 6186 . . 
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La derniere valeur ne donne pas une difference notable 
avec celle obtenue par l'approximation pour n = 8. (Voyez 
le § 20, 3^e alinla). 

MSthode d? approximation tfaprh Gauss (une longueur 
arbitraire n'est donn£e qu*a une seule abscisse ou n'est donnle 
a aucune). 

§ 23. Oauss a fait connaitre une m£thode d'approximation 
par laquelle, en calculant l'aire I de 2 m ordonn£es a me- 
surer, on obtient une exactitude aussi grande qu'en se ser- 
vant de 4 m ordonnees selon chacune des deux methodes 
trait&s dans le § 20. Gette m£thode exige cependant que les 
ordonnees a mesurer soient places & des distances inlgales, 
de maniere que leurs abscisses croissent suivant une loi don- 
nee ci-aprds dans les formules (38) et (42). 

La m£thode de Gauss (qui n'est qu'un cas particulier d'ap- 
proximation de l'inttgrale plus generate I' = I *x 9 f(x)dx\ 
voyez le § 61) peut s'exprimer en peu de mots. 

§ 24. En developpant la m£thode de Gauss pour un nom- 
bre pair d'ordonnfos a mesurer, on n'adopte comme connue 
aucune des 2m grandeurs B p et r pJ mais on calcule les 
valeurs de r p 2 d'apres (29) en posant dans ces Equations 
g = o ; puis on calcule les valeurs de B p d'une des Equations 
sub (27) ou (28) apres y avoir substitu£ les valeurs trouv6es 
pour r p \ 

D'apres les formules sub (29) on trouve, en remarquant 



1 n\*p 

«" ^=27+1(2) : 



22 A+oi^^--.-(-ir2 2 «s w =o, 



2m+l 2m — 1 * ' 2m— 3 

UT+3 + 2^Tl S. + 2-^lS, -...(-iri. 2- *.««, 



4^=T~4f»-S" , ^4m— 5" 1 '" y ' 2m— V 
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En eliminant de ces Equations lea grandears S v S t , etc., 
on trouve qne les m inconnues r p * sont lee racines de 
l'equation do 2n» iime degre* 

r*« — 5, r»—» + 5 2 r»— * — ...(— l)»5 w =o . . (88) 

dans laquelle ^-g^. ".JjjLZ*, 

o _/l\* m — 1 2m— 3 
a \2/ '~2~-4m-Z' l> " 

_/l\» m-2 2m-5 
3- U/ •~3 _ '4i»-5-^' 



<j -Z 1 ? * 1 «? 

0w_ \2/ , m , 2m + l , °"- 1. 

Pour la correction, on trouve d'aprds (30) l'expression 

c o r r : = 3 im H* m + l <n „ + J 4 « + » fi*" +s <**»+» + 

+ **„ +4 J3*"+ 6 04.+4 + etc . . . (39) 

dans laquelle d'aprta (32) 

_ f 1 2*.S t , 2*./S a 

4 " ~\4m+l 4m— l + 4m-3 *•' 

* "+» _ f 4^+3 ~ 4^+1 + 45^1 ~~ " " 

* m+ * Um+5 4m+3' r 4m+l 



• • • 



-2*-MJ 4 .5,}(i)*" +4 
etc. on, d'apres (31) 



(40) 
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I 1 /l\* m + 2 



+ {^(^f +4 -<"' 4 * +4 *' +^" +4 ^+ • ' ' + 

+ r m *-+* 5. )} #*«+' a 4 , +4 + etc. . . (41) 

§ 25. Dans le cas, par ezemple, de w=8, c'est a dire de 
n=2m=6 ordonnees a mesurer, on trouve 

*'~"V2> Til ~V2' 'IT 

c _/l\« 2 3 15 _/l\« 5 

* 1— 12/ *2 , '5" , ii — V2/ II et 

„_/l\ 6 ^ 1 5 /1\» 5 
*' _ \2/ 'S* 7 '11~\2/ '231' 

par consequent pour 1'eqoation sub (38) 



r 8 



ou 



/iy 15 4 , /iy 5 , /i\* 5 
-(v n r +w •n-'Ma) •23i =<> 



(4^-^(4^ + ^(4^-211=0 



d'ou 



4 r, a = 0,0569 3911 5967 0073 5324 

et r, =0,1193 0959 3041 5985, 

4r, J =0,4371 9785 2751 0939 4180 

et r 2 = 0,3306 0469 3233 1323, 

4 r, 2 = 0,8694 9939 4918 2623 4132 

et r,=0,4662 3475 7101 5761. 
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Puis d'apres (27) 
_ a 4 -a, Z, + a Z a _ ■}({)«- KffZ, + S 2 _ 

* v-V^ + z, V-v^ + z, 

_ j-jz. + ies, 
levtv-zo + iez,' 

ainsi 



J 



• • 






= 0,4679 1393 4572 6910 474 



_ i-KV + ^+ttf.'r,' _ 



= 0,3607 6157 8048 1386 071... et 



a 16 r,» |r a » - (r,» + r,») J + 16 r,« r s * 



J, = 1 — (5, + 5») = 0,1713 2449 2379 1703 455 .... ; 
done, d'apres (21), 

I=H\ 0,2339 5696 7286 3455 237... (y_i +y+i) + 
+ 0,1803 8078 6524 0693 035...(y_ 9 + y +2 ) + 
+ 0,0856 6224 6189 5851 727...(y_ 3 +y +3 ) J. 

Enfin, pour la correction, d'apres (39) et (40): 

corr: = J I1 iZ l3 a 12 + $ u .H ,8 a u + etc. 

dans laquelle 

i\_ 1_ 15 J_ _5__1 5 )/l\"__ 
I2— (13 11 11 + 9*11 7* 231JV2/ ~~ 



-©"• 



256 



693 693 1109 9088' 

» -fl_I !*+! A_1Jl+ 

u ~ll5 13' 11^11* 11 9*231^ 

256 15) /1\" 533 



256 15) /l V* _ 

+ 693 698'11)\2/ — 



73 2539 8080 ' 
ainsi 



• • 



corr: — no9 ^ %% H li a^\- ?g 253g gog() fl ,5 o u + etc. 
on, d'apres (39) et (41), 

8 
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corr: = jl(i) U -(r I "Jff I +r 1 »J? 1 + r,»^JH 1, «..+ 

Apres la substitution des valeurs trouv£es ci-dessus pour 
r p 2 et 2? p , dans la derniere expression pour corr:,'on doit 
parvenir au meme resultat que celui que nous Tenons de 
calculer. 

§ 26. Si l'on fait usage d'un nombre impair d'ordonn&s 
& mesurer, on doit poser en (29) q=\ et Ton obtient, 
puisque S m = o: 

i 2 a 2 4 2 8 " 1 - 2 

S l + oZ. T S 2 — •••(— lr — r— ^—1 = 0, 



2m+3 2m+l ! ' 2m-l 



1 2 2 2* _ 2 8 *- 2 

4m— 3 4m— 5 * ' 4m — 7 2 v ' 2m— 1 ' 

d'ou Ton trouve, pour la solution des (m — 1) grandeurs in- 
connues r p , liquation 

t*— t — ^^— 4+^^—6 _ ...(_ l)~-iS„_i = o...(42) 
dans laquelle, en posant (2 m — 1) = n : 

* i- U/ "~T"-4m-3 ~U/ '~r~'2^~r 

_/l\ a m-2 2m-3 _/l\ 2 m-2 n-2 
^""U/ * 2 •4m-5 6l_ W- 2 •"2^3 ,6l? 

/1\* m-3 2m-5 Q _/l\* m-3 n-4 
*~\2/ B 3 •4m-7 a- \2/ # 3 *~2^h' b » 

Sw - 1 = (2/-m^l-2^Tl S ^ 2= (^ 
de (30) on trouve 
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+ l im+i H* m +*a im+s + etc. 
dans laquelle, d'apres (32), 

4 "-* — U»»-l 4m-3 + 4»»-5 



-...(- 1) 



*>— l 



2*— *.& 



Ha)'-- 



2ro + 

j (_1 2».S, 2«.S, 

•*- (4ro+l 4»»-l~ r 4m-3 

etc 



(«) 



ou d'apres (31): 






+ r,*-5,,)Jfl»-+ia 4- + 



+ etc. 



§ 27. Dans le cas, par ezemple, de n = 7 ordonnees a 
mesurer, c'est a dire de m = 4, on a 

/l\ a 8 7 _/l\ 2 21 

0, ~V2/ Tl3 ~~V§/ 13' 

/1\* 2 5 21 /1\« 105 . 

0l ~\2) "S'lT'is ~\2/ 'lis 6 

„ __(l\* 1 8 105 /1\« 35 
dj_ l2/ '3' 9 * 143 "VSJ ' 



429' 



ainsi, d'apres (42): 



(«o--S(«-v+ra«^-™-. 
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et pour le premier terme de correction d'apres (48): 

(1 1 21 1 105 1 35)/l\ u 5 _ 
COrr: ~(15 — r3 , l3 + lT'143"~9-429i\2/ a a, *"~ 



n = 


2 


n= 


3 


n = 


4 


n= 


5 


n= 


6 


n= 


7 


n — 


8 



_ m* a 

1 7667 9360 u * 



§ 28. On deduit facilement, de (38) et (42), des formules 
servant a calculer les valeurs de r p poor les differentes va- 
leurs de n. Ces equations sont les suivantes, pour le nombre 
n d'ordonn£es a mesurer: 

3(4 r 2 ) -l = o, 
5(4r 2 )— 3 = o, 

35(4 r 2 ) 2 — 30(4 r 2 ) + 3 = o, 

63(4 r 2 ) 2 — 70(4 r 2 ) + 15 = o, 

231(4r 2 ) 3 — 315(4r 2 ) 2 + 105(4 r 2 ) — 5 = o, 
429(4 r 2 ) 3 — 693(4 r 2 ) 2 + 315(4 r 2 ) — 35 = o, 

6435(4 r 2 ) 4 — 12012(4 r 2 ) 3 + 6930(4 r 2 ) 2 — 

— 1260(4 r 2 ) + 35 = o 

n= 9: 12155(4 r 2 ) 4 — 25740(4 r 2 ) 3 + 18018(4 r 2 ) 2 — 

— 4620(4 r 2 ) + 315 = oet 

n = 10 : 46189(4 r 2 ) 5 — 109395(4 r 2 ) 4 -f 90090(4 r 2 ) 3 — 

— 30030(4 r 2 ) 2 + 3665(4 r 2 ) — 63 =o. 

Les valeurs de r p , qui appartiennent an=2 jusqu , an = 10 
inclusivement, sont recueillies dans la table C ci-apres, avec 
au moins le premier des termes de correction. 

Mtthode a" approximation d'apres laquelle des longueurs ar- 
bitrages sont donnies aux abscisses de quelques ordonnees, 
tandis que les abscisses des autres ordonnees a mesurer 
sont diterminies de maniere que la correction, ap- 
partenant a Vaire approchie, soit un minimum. 

§ 29. En determinant I'aire I d'une figure, telles circonstances 
peuvent se presenter qui empecbent ou du moins ne rendent 
pas avantageuz d'appliquer sans modification la metbode de 
Gauss; ainsi p. e. lorsqu'il faut mettre en compte les or- 
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donnees de certains points de la courbe A B dont les abscisses 
ne sont pas eonformes & celles qui appartiennent aux for- 
mnles du § 28 ; ou quand les coordonn£es de quelques points 
de la courbe A B sont d6ja connues, par exemple, quand les 
points extremes de cette courbe tombent sur l'axe X; etc. 
Souvent il sera recommandable d'introduire dans l'expression 
pour / les ordonnles extremes et celle du milieu de la figure 
tombant sur l'axe Y, parce que presque toujours les lon- 
gueurs de ces trois ordonnees sont aislment calculus ou 
mesur&s. 

II est facile, pour cbacune des questions qui se presentent, 
de composer la formule la plus avantageuse. 

Veut-on, par exemple, composer une formule pour m=4 
dans laquelle les valeurs de r, et r 4 sont arbitraires, alors 
on a, d'aprds les Equations sub (29), dans lesquelles m = 4 
et y=2: 



'.={4- 



2° 



2 9 



2 2 2* <s u a" i 



2* 2* 



T S > + T S >) 



= 0, 



ou 



fl 2 2 . , ,2* , ,1 f2 3 2* , 2 . . ^ 



2 9 



2* 2 6 



v 4- yV^/vV^ 



et 



2* 2* 



+ jr,*r 4 »}(r 1 » + r,«)+{^-y(r 1 «+r 4 «)+ 



+ T^Vl'l'V 11 " 



(44) 



) 
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( r a 2 + r s 2 ) e * r 2 lr 3 2 peuvent Stre r&olues de (44); si Ton 
pose (r 2 a + r 3 2 ) = P et r 2 *r 3 2 =Q, alors r 2 a et r 3 a sont les 
racines de l'lquation 

(rV-P(i*)+Q-o. 

Le premier terme de correction est represents, d'apres 
liquation sub (30) dans laquelle m = 4 et g=2, ainsi 
(4«i — 2g) = (16 — 4) = 12, par 

corr: = 3, 2 fl 13 a 12 , ainsi d'apres (82): 



CO 



(1 2 2 2* 2° 

rr:=t lT3~u s, + "9 5a ~T 53 + 



+ T 5 4® n ^ 13 ^= 



-{n-T (r ' 2+r « i) +T r ' ,r * a }< r * a + r » 1 ) + 



+ft 6 -v+^+ j ?}w](ir 



IS 



>12> 



(45) 



on d'apres (31): 

corr: = {l(i) U -(r 1 »* l +r 1 "* 1 + V'*.+ 

+ r t "B i )}H»a l2 . 

Inexactitude de l'approximation de l'aire de la figure, dl- 
terminle conform e men t & ce systeme de huit ordonnSes a 
mesurer, differe peu de celle obtenue si l'aire de la figure 
est calcul£e d'apres un systeme de douze ordonn&s selon la 
mlthode de Newton-Cotes ou celle de MacLaurin. Dans ces 
trois cas, le degr£ de l'approximation est le meme, seulement 
les coefficients des erreurs different. 

Si Ton pose, par exemple, en (44) ^=0 et r 4 = 0,5 on 
trouve r a = 0,2344 2439 6735 et r 3 = 0,4151 1194 8139. 

En calculant ensuite de (27) ou de (28) les valeurs de B p 
et en les substituant dans (21), on trouve pour sept ordon- 
n6es a mesurer 
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I=H {0,2438 0952 381 y x + 

+ 0,2158 7269 060(y_ 2 +y + ») + 
+ 0,1384 1302 368(y_ 3 +y+s) + 

+ 0,0238 0952 381(y_ 4 +y +4 )| 

et, d'aprds une des Equations sub (45): 

1 



corr: = — 



nK1 OKAJ H iz a ll = — 0,0000 0010 5114 # is a 12 . 



Si cependant la courbe -45 et l'axe X se coupent dans 
les points A et 5' (comme le fait, par exemple, le profil 
d'une riviere) l'expression pour l'aire approximative de la 
figure se r&out en 

i=#f 0,2438 0952 381^ + 0,2158 7269 060(y_ 3 +y+ 2 ) + 
+ 0,1384 1302 368(y_ s + y+s)i; 

dans laquelle se trouvent cinq ordonn£es seulement. 
Le premier terme de correction devient d'apres (45): 

corr:=[{l-I}-{l-^(V + r 3 *) + 

+{V 6 -T»w](ir^- 

-{-15+«< r " , +" , >"-S^'« , K5) 1,flW -»' 



OU 



Par consequent, dans ce cas-ci cinq ordonnees a mesurer 
donnent une exactitude h, peu pres aussi grande que douze 
selon MacLaurin et m£me que six selon la m£thode primitive 
de Gauss. 



§ 30. Si Ton veut introduire dans l'expression pour I les 

ordonnees extremes et celle du milieu de la figure apparte- 

nant aux abscisses x TM = + {H et x l =o 1 alors (29) devient, 
puisque S m —o: 
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OSm— 2 
_...(_ 1)— l.-g-^J-O, 

3s - +8 ~ 2^+3 ~ 2^+1 5 ' + 2^=1 5l ~ 

-...(— I)"- 1 . 2 -^— S m _ 1 — o, 



3 *—-4^=5 ~ 4^=7 5 ' + 4^=9 5l ~ 

2»«-» 

d'od Tod trouve pour 

ainsi ^=0, r 2 = 0,3273 26835.... et r s = 0,5; 



m 



ainsi ^=0, r 2 = 0,2344 2439 6735..., r, = 0,4151 1194 
8139... et r 4 — 0,5; 

wl==5: (fi-T)- 2, (i-TK , + r ' 4 + r * a > + 



(ra-n)- a, (ri-T)<'" , +'«*+^+ 

-a»(A-i)r a »r,»r 4 »-(S 
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(re-f 3 )- 2 '(ii-n)w+-'+" , >+ 

ainsi r,=o, r a = 0,1815 58732..., r 3 = 0,3385 93140..., 
r 4 == 0,4498 78998 . . . et r 5 = 0,5 ; etc. 

Les formules pour i, fondles sur les valeurs de r p calcutees 
ainsi, ne donnent pas le r£sultat le plus exact qu'on puisse 
obtenir, parce que, d'apres une telle formule pour /, les longueurs 
des abscisses doivent etre exprimdes par un nombre ind£finiment 
grand de d£cimales, tandis qu'on ne peut en mettre en compte 
qu'un nombre relativement petit. Les longueurs qu'on a cal- 
culus ne sont pas celles des ordonn£es qu'on a en vue dans 
1' expression pour L On y peut remldier de la maniere suivante. 

Prenons, par exemple, les valeurs de r p pour m = 5, trou- 
v6es ci-dessus, notamment 

r x =o, 

r 2 = 0,1815 58732...., 

r 3 = 0,3385 93140...., 

r 4 = 0,4498 78998 et 

r 5 = 0,5. 

Or, au lieu d'exprimer les valeurs r 2 , r 3 et r 4 cbacune en 
particulier dans un nombre tres grand de decimates, nous 
prenons pour les deux valeurs r 3 et r 4 : 

r 3 .= 0,338 593 et r 4 = 0,449 879, 

ainsi, nous y supprimons toutes les d£cimales qui suivent la 
sixieme. Ensuite nous calculons de la premiere des equations 
sub (29) la valeur la plus avantageuse pour r 2 , exacte seu- 
lement aux 6 ou 7 premidres d^cimales, en supprimant les 
decimales suivantes. Nous posons done 

r t = o, 

r 2 = (a calculer ci-aprds), 

r 3 = 0,338 593, 

r 4 = 0,449 879 et 

r 5 = 0,5, 



VW 
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et noos trouvons de la premiere dea equations sub (29), 
dans laquelle w» = 5 et q=A: 

1 2 1 2* 

* s " = 2^+1 ~ 2^=1 Sl + 2^=3 S * ~ 

_...(_ 1)— i-^-, SL_1 = 
OU 

*1 — jj — g ^1 + y *>2 — -5" ^3 + "3- ^4 = ° 

et de la derniere 6galit6 

(n-^)~ 4 (-9 -y)(V+r.«)+tt(}-i)v V 

<T - -J)" 16 (-J - g)W + '.«)+ 6*(J - 1) V r 4 » 

= 0, 0329 6348 75 . . . 

done r 2 = 0,1815 58496 

e'est pourquoi noos ecrivons r a = 0,181 5585; de sorte que 
Ton a 

*-i— 0, 

r, = 0,181 5585, 
r, = 0,388 593, 
r 4 «= 0,449 879 et 
r 5 = 0,5. 

Puis on trouve d'apres (27) 

9(2/ ~7V2/ X| + 5\2/ ^"SVI/ £ ' + r * 



B * V-r/S,+r f *Z,-r f i, Z 1 +r 4 



d'ou 
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5, = 0,1857 5931 2020, 
£, = 0,3464 2837 1988, 
B 3 = 0,2745 3909 2122, 
B t = 0,1654 9547 2030 et 
5 5 = 0,0277 7775 1840; 

ainsi I=H{0,\Sb7 5931 2020 y,+ 

+ 0,1732 1418 5994 (y_» + y+s) + 

+ 0,1372 6954 6061 (y_ 3 +y+$) + 

+ 0,0827 4773 6015 (y_ 4 + y+4 ) + 

+ 0,0138 8887 5920 (y_s+y+s){. 
Enfin on trouve, poor la correction: 

corr: = — 0,0000 0000 0000 H 11 ^ — 

— 0,0000 0000 0000 fl ls o, a — 

— 0,0000 0000 0000 B?>a lt — 

— 0,0000 0000 0400 # l7 o, 6 — 

— 0,0000 0000 0429 B l9 a 19 — 

lies valeurs de I et de corr: ponr m = 3, 4, 5 et 6, 
calcule'es suivant Is me*thode que nous venons de developper, 
sont re*unies dans la table D ci-apres. 



§ 31. Nous ferons voir l'exactitude des fonnules tirees de 
la m£thode d'approximation deVeloppe*e dans le § pre'ce'dent, 
en calculant la valeur approche'e J dans le cas de n = 5 

/dx 
y— 7 entre les limites x' = 100 000 
l(x) 

et x = 200 000. Pour la valeur de cette integrate Gauss a 

trouve, suivant la me*thode d'approximation d6veloppe*e par 

Ini, a l'aide de 

2 ordonnees : 8405, 9546 . . . , 



3 
4 
5 
6 
7 



8406, 23678 . . , 
8406, 24297 . . , 
8406, 243117., 
8406, 243121 . et 
8406, 2431211. 
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Puisque nous avons place l'axe Y an milieu de la figure, 
nous devons poser #'==100 000 (--{-#')> de *ot\a que l'in- 
t£grale se change en 

dx 



1 = 100 000 



J-i I. 



100 000 + /.({ + *)' 



oq, si lea logarithms ne*periens dans le de*nominateur sont 
remplaces par des logarithmes ordinaires et si le module est 
represents par M en 

dx 



1 =100 000 M 



a 



5 + %(! + *)' 
Nous avons ainsi 

1 

y -5 + to S r.(| + *)* 

7=100 000 M {0,3555 5586 8584 y,+ 

+ 0,2722 2215 8758 (y_j+y +3 ) + 
+ 0,0499 9991 1975 (y_ 8 + y +8 ){, 

* a = 0,827 827, 
« s = 0,5 et 
M =0,4342 9448 19033, 

d'ou nous trouvons successivement 

1 1 n9 

y - s== 5+%;i = 5 =0 « 2 ' 

1 1 



5 + %. 1,172 673 5,0691 7692 593 

= 0,1972 7068 4099, 

= 1 1 

yi 5+%. 1,5 5,1760 9125 906 

= 0,1931 9597 5486, 

_ 1 _ 1 _ 
y+i 5 + %. 1,827 327 5,2618 1627 126 

= 0,1900 4844 4956 et 
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1 1 _ 

y+3 5+ %.2 5,3010 2999 566 

=0,1886 4258 4708; 
par consequent 

2=8406,243312, 

ce qui ne diffdre que de 0,0002 du r&ultat trouvS par Gauss 
pour le meme nombre d'ordonn^es, mais d'une maniere plus 
diflBcile. 



La correction exprimie en fonction de quotients diffirentieh 

d'ordre impair. 

§ 32. On peut reinplacer lea termes de correction sub (30) 
par des termes exprimes en fonction de quotients diff£rentiels 
d'ordre impair permettant quelquefois un calcul plus facile 
que ceux qui sont affectes des coefficients a p de la s&ie 
sub (19). 

En effet, supposons que y = f{x) soit d£velopp£ comme 
sub (19) dans la s£rie 

y = f(&) = a + a l x -[- a 2 x 1 + « 3 # 3 + <** # 4 + a 5 # 5 + e *°» 
II r&ulte de cette Equation, si Ton represente 

/i— 1(2^)"" /»~-i( — 2 H ) VW F *"- l i 

etc. et le produit continu 

2. 3. 4. 5. 6. ..(2m) par 2. ..(2m), 
4.5.6.7.8...(2m + 2) par 4...(2m + 2), etc. 

i^»-i = 2J2...(2m)a 2 „Q^ 

+ 6...(2m + 4)a 2w+4 ^flJ+ }; 
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*««+i — 2 J2 . . . (2 m + 2) aa m+% (1 H \ + 

+ 6...(2m + 6)a 2 . +8 (i^J+ J; 

F tm+i =2^2...(2m-\- 4)a am+i (is\-{- 

+ 4 . . . (2 m + 6) a am+a (^ hJ + 

+ 6...(2m + 8)a,. +8 (^J+ }; 

etc. 

Si maintenant on a tire* de la formule (80) poor la correc- 
tion de quelque formule d'approximation 

c o r r : =p, iZ 8 "* 1 a tm +p, &•+*<»»,+, +p s fl*"+ 6 o,. +4 + . . . 

il est Evident qu'on pent poser aossi l'eqnation 

c o r r : = *, ff « - F,^ + * a EP~+ 3 F 3m+l + z 3 B*-+*F im+3 + . . . 

dans laquelle z v z v z 3 ,... sont des inconnues, dont les valeors 
peuvent €tre de'termine'es aise*ment, car on a 

*, H »- 2 {2 . . . (2 m) a, . (^ h)} = Pl H*»+ l a im ; 

z x H*' 2 {4 . . . (2 m + 2) 0,,.+, (± hJ) + 

+ ?1 P-+ J 2(2...(2m+2)a,. +9 (l5))=p 1 fl ! -+ 3 a l » +J ; 

z t #»" 2 {6 . . . (2 m + 4) a, .+, (^ ^J } + 

+ * a #*«+' 2 {4 ... (2 m + 4) a s „ +4 Q hJ} + 

+ ^ J ff»-+*2{2...(2m+4)a 8 « +4 /ifl)} = p3^»-+ B a i ,. +4 ; 
etc on 

{g)'. l }.{8...(2»)}- A ; 
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{(g)'« I + 2.8(i) , *,}.{4...(2« + 2)}-A; 

{(g)** 1 + 4.B(§) a «i+2.8.4.5(l)\}.{6...(2» + 4)}= ft ; 

{g)\ + 6-7 (J)\ + 4-5.6.7 (|)\ + 

+ 2.3.4.5.6.7 ft) * 4 } . {8... (2«i + 6)} =p 4 ; 

etc. pour le calcul de z v z v z 3 , etc. 
On trouve 



— 1 

''~2...(2m) ft; 



_ i _ i_ n y 

* a "~ 2... (21/1 + 2)^ 2.8 W* 1 ' 

* - 2...(2m + 4) » ~ 2^45 (D {* + 4 - 5 ' 2 '- *>} ; 



* 4- ™2...(2» + 6) 



+ 4.5.6.7.2*. z,}; 



^ = 2...(2 1 m + 8) ft-2Tr9^) 8 ^ + 89 - 2> ^ + 

+ 6.7.8.9.2*. *, + 4. . . 9.2». * 4 } ; 

etc. 

En appliquant ces expressions, par exemple, a la formule 
de Newton-Cotes pour n = 5, on a, d'apres la table A: 

1 17 28 . 

pl — 1^7r Pi = ~W^>' Pi — 2 "I\n et 



P* = — 



1967 



2.8.4 9 .5.18' 
par consequent 

= 1 1 1 

* 2.3.4.16 * 2.S.4 3 .* 2.3 s .4 5 .^i '' 

1 l ^ 17 ,11 I I 

1 2.3.4.5.6.7.8 ' 2.3"M 5 .5 2.3 ' 4 ' 2.3 3 .4 5 .5.7 5\l 9 .5' 
etc. de sorte qu'on a aussi: 
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corr 



: ~~ 2.3M'.5.7 i /a (a) h (" 2)) + 3 2 .4 9 .5* r (i)" 

-*(-i))-iTOr{*©-*(-i)K 

, 36 4157 g» (, /1\ / lv) 

+ 2^4^.f.l3| / »(2)- / "(-2)r-- (46) 

Formules dont Us iermes de correction peuvent itre calcuUe 

plus facilement que ceux appartenant aux formules cCaprfo 

Newton-Cotes, JHacLaarln et Gauss. 

§ 33. Si, dans le calcul de l f aire approximative 7, on veut 
d£cid6ment se servir de qaelques termes de correction, il est 
preferable de ne pas poser en (23) les premiers m termes 
6gaux a z£ro — com me nous l'avons fait en (26) — et de deter- 
miner les valeurs de B p des m equations qui sont obtenues 
de cette maniere; car la valeur de \ p est notablement pins 
importante que celle de £g p + 8 , pour peu que la convergence 
de la serie sub (19) soit rapide. Dans ce cas-ci, il vaut mieux 
(voyez le § 17) poser, par exemple, la valear de $ Q en (23) 
egale h, z£ro et attribuer a chacune des grandeurs J 2 , 2 V etc. 
une certaine valeur qui sera calcul£e plus tard, pour poser 
ensuite les valeurs des (m — 1) grandeurs \ p suivantes egales 
a z6ro. De l'6quation J = et des (m — 1) Equations \ p = 0, 
on peut calculer les m valeurs de B p et de celles-ci l'expres- 
sion pour J, ainsi que les termes de correction. 

Les termes de correction trouvfe ainsi, ont pour facteur 
a 2} a 4 , etc., tandis que ceux qui appartiennent p. e. aux for- 
mules de la table A, ont pour facteurs a% mf a im +2, etc., et 
il est clair que les premiers facteurs se calculent plus 
promptement que les derniers. 

Surtout si les formules de Gauss sont modifiees dans le 
sens indiqu£, l'avantage pourra Stre assez considerable. — 

Pour expliquer, par un exemple, ce que nous avons pro- 
pose ci-dessus, nous supposons qu'on veut appliquer des termes 
de correction pour la formule a trois ordonn£es & mesurer 
d'apres la m^tbode de Newton-Cotes; nous posons 
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1 _ B t — », = «, 



3 



KlJ- r * SB * -r t 9 B t = i 9 et 

1 /1V° 
— It) r ,0 B r I0 B — 3 

II resulte de la l* re et de la 8 4mB de ces Equations, puis- 

, 1 

que r t = o et r 2 = g, 

de sorte que nous trouvons 

-28W fl9 °«- 28160 *"«.. — -<«) 
tandis .que la formule pour n = 3 de la table A donne 

— IT52 8 ~~4224 10 — '••• 

En faisant usage soit d'un seul terme, soit de deux, de 
trois ou de quatre termes de correction, la formule (47) est 
plus exacte que celle pour n = 3 et meme que celle pour 
n = 4 de la table -4, puisque nous avons pour n = 4 : 

I = | J3 (y_, + y +1 ) + (y_, + y + ,)j _ A- tf» a 4 - 

_ H 1 a — — — — /?"« i7"<i 

592 6 1842 8 6486 ,0 " ' 
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Et, comme nous l'avons d£ja fait observer, la valeur de 



1 



— H z a 2 est plus promptement calculee que celle de 

1 ' 1 

H 5 a 4 pour n = 3 et que celle de -^rll 5 a 4 pour n = 4. 



120 4 r * 270 

En appliquant la formule (47) a l'int6grale 2= I 
du § 22, on trouve 

i=^{8 yi + (y_ 3 +y +2 )j= 0,1177 2875 8170.... 



^30\17/ 



= 0,0000 5427 7766 .... 



i= 0,1177 8803 5936.... 

exacte aux neuf premieres d&imales. Cette valeur de I est 
plus exacte que toutes celles trouvles dans le § 22. 
Pour n = 3 ordonnees a mesurer, on trouve encore 



= g{l2y I + (y_ 2 + y + ,)j + ^ , «,+ 



+ 280 H ' a *~ 8064 H ° a * 



..... 



et aussi 



•?=§{l6y l + (y- a +y +S ,)} + ^fi 3 a 1 + I |o^ 8 a 4 + 



+ -*• 111 « Pll ~ 

2016 °~~5 0688 ,0 " 

Ponr n = 5 on trouve 

I= ~So \~ 72y, '+ 128 ^-* +y+") + i3(y-3 +y+s)} - 

1_ -. 11 -» . 45 

42 

et aassi 

-?=^{-684 yj +512(y_ a + y + ,)+19(y_3 + y + 3)J- 

1 11 137 

-g^'^ - 2520^°* + l4r9264 flHai0+ ' ' • 



— -^H»a 2 — ^so^'^ + eo 0784" ffUa, °'^ 
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Etc. II me semble que des tables destinies uniquement h, 
l'application de formules soit a un terme, soit & deux termes, 
etc. de correction, ceux-ci £tant recueillis anssi dans la forme 
indiquee au § 32, ne seraient pas sans valeur. 

§ 34. Nous allons ici examiner le cas de plus pres. 

Les 2 m grandeurs B p et r p sont d£termin£es des 2 m Equations 
qui se pr6sentent quand on pose en (22) [voyez aussi (23)] 
les coefficients i% pj Jsp+a, ... 2i q +4mt de 2f» termes de cor- 
rection cons&utifs, chacun en particulier egal a zero. La 
somme des termes [voyez (22) et (23)] J fl'a + > 2 -ff 8 a 2 + 
+ ••• + ***>- a ^ 9 *~~ la 8p—* forme alors la partie de la cor- 
rection qui doit etre calculle; elle est representee par 

{ 1 -( B,+ B,+ 

+{ KIJ - ( r * B >+ r » iji » + 

+{ KIJ -< *>**>+ r ^+ 

+ ...+ r n *B n )}H>a t + 



+ ...+r.,»f-«S w )}fl»f-i a , | _, 

et la correction restante par 
i 1 /l\*f+*» 

+ ... + r m g *+*-B w )}fl»*+*-+i 0g?+4- + 
4- : 
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tandis que lea grandeurs B p et r p doivent etre calculees du 
groupe suivaut de 2 m equations 



2? 



1 /2\ 2 * 

+t(i) = r * tB * + r * 2jjBa+ 

+ ...+ r B 8 '5., 

1 /1\ 2 *+ 8 
27+3(2) - r ' 2i+8jff '+ '» ,rf, * + 

1 /lV»+*«-» 

r^TlG) = r, 8 «+*—» *. +ri if+«— "S.+ 



2 ? + 4 

+ ... + r m 5 «+*— 2 -B„. 

Nous trourons des m premieres equations de ce groupe, 
avec une meme notation que sub (27), 



_ 2g+2 



8m=i\2/ _ 2y+2m— 3(2/ 2 ' "*" 



-I- r, 8 — • 2, - . . . (— l)— 1 2^i| 

et, par la substitution de la valeur trouvee de B p dans lea 
tn equations restantes de ce groupe, il resulte que les m in- 
con nues r p sont les racines de l'equation 

t» m — S l r Sm ~ i -\-S 2 r tm -* — ...(— l)»5 m =o 

dans laquelle 

/l\ a to 2g + 2m — 1 
* 1_ \2/ * 1 '2 ? + 4m — 1' 

<5-f2V !2=1 2H-2m-3„ 
2 V2/ * 2 •2 ? + 4m-3 d " 



/1\» m-2 2 ? + 2w-5 c 
° S_ V2^ ' 3 '2 ? + 4m-5* 2 ' 



9 -(IV * 2g+l o 

° m_ V2/ * m •2 -4-2~^"+l' '"- x ' 
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Prenons, comnie application, le cas de m = 4 et q = 4, 
nous trouroDR alors successirement 



r 8 _ s t r° + S a r* — S 3 r* + S i = o 



ou 



15 
23' 
195 
1288 



S-(1Y * 15 
1_ V2/ 123 ~ 

/1\ J 3 13 15 _ 
^ V2^ '2'T\'2Z ~ 

« /1\" 2 11 195 _ 715 

3 \2/ "3' 19* 1288 ~ 48944 
n\* 1 ^ 715 _ 6435 

4 1 2' * 4' 17* 48944 13312768' 

par consequent 

1331 2768 r 8 — 868 2240 r° + 201 5520 r* — 

— 19 4480 r* + 6435 = 

d'ou r, =0,2681 3959 9703 544, 

r, = 0,3736 4060 6807 160, 
r a = 0,4478 3803 7494 795 et 
r 4 = 0,4900 0903 7908 374. 

Ensuite nous avons 

1 /l\ u 1 /1\ M _ , 1 /1V% l i 1 \ 
_ jh\2' ~U\2) £|+ I1V2/ Z3 ~9l"2/ 

_ 1287 — 5940 2 t + 28080 2 2 — 137280 2 3 
_ 8162 93120 r/ J'/ — r/2, +r„ a 2,— 2, J ' 

d'ou 

B, = 0,24573 09704 94268 23618 56592 86409 18, 
£,=0,17927 94567 65207 31641 20434 91208 60, 
B 3 =0,11699 45801 17100 38842 87511 36325 12 et 
B t = 0,051 16 63893 48337 93766 89580 80000 95, 

ainsi 



8 

2, 
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2 = 0,40682 86032 75086 12130 45880 06056 15#a + 
+ 0,00488 70304 57176 16718 89862 21493 31 #*a 2 + 
+ 0,00007 96816 54403 25129 91671 70572 80i/ 5 o 4 + 
+ 0,00000 08831 71046 84177 25201 65324 18 H ' a 6 + 
0,12286 54852 47134 11809 28296 43204 59(y_i+y+i)' 
10,08963 97283 82603 65820 60217 45604 30(y_»+y + »)j 
+U J0.05849 72900 58550 19421 43755 68162 56(y_5+y +3 )| 
0,02558 31946 74168 96883 44790 40000 48(y_ 4 +y +4 V 

et la correction restante est egale a 

corr: = 0,00000 00000 09816 H 2S a u + 

Pour donner one preure de l'exactitude de cette formule, 
nous allons l'appliquer an calcul de la valeur approchee de 
l'integrale dn § 22, c'est a dire 



T — f +i dx — 
J-i 8l + x ~ 



— 0,11778 30356 56383 45453 87941 09470 52171 .... 
Nous arons 
y = a + o, * + <i 2 x* + a, x* + . . . . + a p x p + . . . . = 

" err* - (tj) - (v?J * + (nl * ~ (n> x * + 

/ 2 V+ 1 

+ ...(_l)l>(_] x'.... 

et trouvons 

y_!+y+i= 0,23552 85014 14527 39802 31708 55950 08... 
y_,+y + j= 0,23574 96522 23434 19159 26959 06576 62... 
y_s+y + ,= 0,23594 90891 57428 84523 90237 16937 51.. et 
y_ 4 +y +4 = 0,23607 86793 34419 39542 42817 83785 25... 

II y a ensuite 
d'ou Ton trouve alors facilement 
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/= 0,04786 21886 20598 36721 23044 71300 72 
+ 0,00000 79577 12981 69333 14699 51174 42 + 
+ 0,00000 00017 95823 76317 05457 47458 69 + 
+ 0,00000 00000 00275 49412 56335 02944 48 + 

0,02893 88236 15826 22328 67099 36102 28 
, 10,02113 25347 91601 91552 17524 57754 56 
+ |0,01380 23823 07492 83580 91847 65162 07l 
0,00603 96468 11833 16208 11932 79573 18 
= 0,11778 30356 56383 45453 87941 09470 40 

ce qui ne differe de la vraie valeur qa'a la 31 ime d£cimale. 
La correction restante est egale a 

corr : = 0,00000 00000 09815 f^T + = 

= 0,00000 00000 00000 00000 00000 00000 00000 5684+..., 

d'oil il resulte que si B p et {y__ 9 -{- y+ p ) etaient exprim6es 
par un nombre suffisamment grand de decimates, on pour- 
rait, avec la formule developpee dans ce §-ci, calculer la 

9 

valeur de l. ^ exacte a 35 dlcimales. 

Observations touchant les formules de BfcwtoB-Cotes, 

MacLaurlD et Gauss. 

§ 35. La comparaison des r&ultats dans le § 22 pour 
n = 3 et n = 4 montre qu'on n'obtient pas d'avantage bien 
grand en suivant la m£thode de Newton-Cotes ou celle de 
MacLaurin, si Ton prend, au lieu d'un nombre impair 
d'ordonnees & mesurer, le nombre pair suivant. En outre on 
pent voir, par les tables A et B 1 que, si Ton passe d'un 
nombre pair d'ordonnees a mesurer au nombre impair ou au 
nombre pair immediat, l'erreur probable de l'approximation, 
dans les deux cas, diminue de deux degr&. 

II faut observer ensuite: 

1° que toutes les valeurs de corr: en a p de la table A 
sont negatives et celles de la table B positives, et 

2° que, pour n = 2 jusqu'a n = 6 inclusivement, les for- 
mules de Newton-Cotes sont moins exactes que celles de 
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MacLaurin, mais dans une proportion qui diminue a mesure 
que n s'approche davantage de 6 ; que pour w = 7 les for- 
mule8 des deux methodes ont une exactitude a peu pres 
6gale ; que pour n = 8, 9 et 10 les formules de Newton- 
Cotes donnent une plus grande exactitude que celles de 
MacLaurin, et que la difference augmente avec ft. 

§ 36. Les formules de Newton-Cotes et de MacLaurin 
presentment un grand avantage en ce que leurs valeurs de r p 
sont exprimees en fractions simples. Cependant, il est possi- 
ble de remplacer quelques-unes des fractions adoptees sub 
(33) et (34) par d'autres, ou d'en ajouter encore quelques- 
unes, de telle maniere qu'avec un meme nombre d'ordonnees 
et une meme simplicity de calcul, l'exactitude de la formule 
augmente. 

Supposons, par exemple, que, dans la formule de Mac- 
Laurin, pour ft = 3 soient recueillies aussi les ordonnees des 
points extremes de la courbe A B, nous trouvons alors pour 

ri = 0} r2 = i et r 3 = i, de (21), (27) ou (28) et (35) 

I= m I uo yx + 81 (y ~* + y+2) + 14 (y - 3 + y+s) l + 

L-m* L 

3 0240 ° 7 7760 



Q AOiA *" a n 77AA ** a 8 



Non seulement cette formule est d'une application facile, 
mais elle est, en outre, aussi bien avec un terme qu'avec 
deux termes de correction, sensiblement plus exacte qu'une 
des formules des tables AetB pour n = 5 et n = 6, notamment 

I= ^ { 12yi + 32(y - 2 + y + 2) + 7 (y-3 + y+ 3 )}- 



* d; „ *■ rro _ 

2688 ° 5421 8 "~ 



H 



■?=288 { 5 °(y-i+y+0 + 75(y_ s + y + ,)+19(y_3+y + 3)}- 



4773 • *~ 10227 «» — •••• 



et 
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1= 



H 



{ 402 y, + 100 (y_ 8 + y +l ) + 275 (y_ 3 + y+s) } + 



1152 

3762 ° "*" 8285 



"t" Q>7«0 ■" °a T OOQE ■" fl 8 ~r • • • • 



1= I g 6 -{254(y_ 1 +y +1 )+ 139(y_ s +y +!1 )+247(y_ 3 +y +3 )}+ 



+ 6272 ^ a ° + 12484 H * ° 8 + " ' 



§ 87. Les formales de Gauss exigent toujours des calculs 
tres laborieux & cause du grand nombre de d£cimales dans 
lesquelles les coefficients B p et les longueurs des abscisses 
doivent 6tre exprimes. 

On serait peut-£tre dispose a croire que si les valeurs 
de r p sont exprim£es seulement par les deux ou trois pre- 
mieres d£cimales de la table C, ces valeurs donnent encore 
pour I des formules qui, quoiqu'elles ne soient pas aussi 
exactes que celles de Gauss, s'en rapprochent toutefois de si 
prds que la difference est de peu d'importance. Ceci cepen- 
dant n'est nullement le cas. 

En effet, nous trouvons, par exemple, pour tn = 4 et 
r x = 0,09, r 2 = 0,26, p 3 = 0,40 et r 4 = 0,48 (comparez ces 
valeurs avec celles de r p de la table C pour m = 8): 

I=H\ 0,1775 8982 5132 ( y _ 1 + y+1 ) + 

+ 0,1607 8268 3155 (y_2+y+*) + 

+ 0,1119 2905 5949 (y-s + y+8) + 

+ 0,0496 9893 5764 (y_ 4 +y+4) I 
et 



corr: = 0,0000 0050 7392 #°a 8 + 



Cette valeur de corr: differe moins des valeurs des cor- 
rections appartenant aux formules des tables A et B pour 
n=8 que de prime abord on s'y attendrait. On en conclut 
que les formules de Gauss ne donnent un r&ultat passable- 
ment exact que lorsque les abscisses sont exprim&s par un 
nombre assez grand de dlcimales. (Voyez aussi l'observation 
dans le dernier alinea du §50). — 
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Cependant les formules de Gauss peuvent etre rendues 
d'an emploi plas facile de la maniere suivante: 

Prenons, pour chaque formule en particulier, (m — 1) va- 
leurs pour r p de la table C; exprimous ces valeurs aussi 
exactement que possible dans an nombre defini, par exemple, 
de huit decimates; caiculons de (29) la valeur la plus favo- 
rable pour la valeur de r de l'abscisse restante et rejetons 
de cette valeur calcul6e toutes les decimates qui suivent la 
huitieme. Nous avons alors une s6rie de valeurs pour r p , 
exprim£es par huit decimates, d'oii les grandeurs correspon- 
dantes I et corr: peuvent etre tirees ensuite. 

II est pourtant n£cessaire, afin de nous Eloigner le moins 
possible des longueurs des coordonnles de Gauss, de deter- 
miner premierement la valeur la plus favorable de r, quand 
on donne aux (m — 1) grandeurs r 2 , r 3 ,... r m restantes les 
valeurs de la table C, aussi exactement que possible, par 
huit d£cimales. Puis nous determinons la valeur la plus fa- 
vorable de r 2 en donnant aux grandeurs r,, p 3 ,... r m les 
valeurs de la table C par huit decimates. Etc. jusqu'a ce 
que nous ayons calcule la valeur la plus favorable de r m 
en donnant aux grandeurs r v r v ... r w _i les valeurs de la 
table C par huit decimates. De cette maniere nous obtenons 
m series de valeurs r p et Ton calcule de chacune de ces 
series la valeur de corr: qui y appartient. Alors la slrie 
cherch& est celle dont la valeur de corr: est la plus petite. 

C'est de cette maniere que Ton trouve les donnees de la 
table E. Une collection de tables semblables, dont la premiere 
vaudrait pour 2, la seconde pour 3, la troisieme pour 4 de- 
cimates, etc. aurait, selon moi, une certaine valeur. — 

Comme exemple, nous allons d£velopper la formule pour 
n = 5, c'est a dire pour m = 8 et r t == 0. Dans ce cas, les 
valeurs r p des abscisses de Gauss sont, suivant la table C: 

Tl = 0, r % = 0,2692 3465 5053 

et r 3 = 0,4530 8992 2963 



On trouve de (29), puisque q = m — 1 : 

i 2 a S 2 4 S 2 2m 



2m+l 2m— 1 ' 2tw-3 v ' 1 
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comrae Equation unique pour le calcul de la valeur r la plus 
favorable de l'abscisse qui reste a determiner dans chaque 
s^rie en particulier. 

L'6quation devient pour m = 3 et r, = 



1 4 16 



d'oft 



r. 



_ / 3(5-28V) Qtr _ /3(5- 
V 28(3 — 20r, a ) 3 V 28(3 — 



-28r 2 2 ) 



En posant maintenant, en relation avec les longueurs des 
abscisses de Gauss, en premier lieu r 2 — 0,2692 3466, on 
trouve r, = 0,4530 8992 51 ... ; ainsi Ton a pour la 
premiere aerie de valeurs r p : 

r t = 0, r 2 = 0,2692 3466 et r 3 = 0,4530 8993. 

Gependant en posant r z = 0,4530 8992, on trouve 

r 2 = 0,2692 3464 80 et Ton a pour la seconde s&rie 

de valeurs 

r x = 0, r 2 — 0,2692 3465 et r 3 = 0,4530 8992. 

Pour le premier terme de correction on trouve d'apres (32), 
puisqu'ici q = m: 

Gette formule donne, pour la premiere serie de valeurs r p1 
S, &ant egal a r 2 * + r z \ S 2 = W et S z = o: 

corr: =0,0000 0000 0028 879...# 7 a 6 , 

et, pour la seconde s£rie, 

corr: =0,0000 0000 0004 844...# 7 a 6 , 

d'oil resulte que la derniere serie de valeurs de r p , c'est a 
dire: r, = 0, r 2 = 0,2692 3465 et r 3 = 0,4530 8992 doit 
etre adoptee comme la plus exacte. 

Les valeurs de 7 et de corr: son calcul&s ensuite d'apres 
(21), (27) ou (28) et (31) ou (32). — 

Pour donner une preuve de l'exactitude de ces formules, 
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nous allons calculer la valeur approchee, pour n = 5 ordon- 

/dx 
y— 7- entre les limites x = 100 000 et 
L (x) 

x = 200 000 (voyez le § 31). Nous ecrivons 
7=100 000 M ' " dx 



et 



XT 



9 — 



dans lesqnelles x x = 0, x 2 = 0,2692 8465 et 
*, = 0,4530 8992 ; ensuite on a 

7= 100 000 if J 0,2844 4443 8512 y, + 
+ 0,2393 1433 2532 (y_ s +y + ,) + 0,1184 6344 8212(y_ 8 +y+3)J, 

M etaot egal a 0,4342 9448 19033 ... 
Nous trouvons 

y " 3= 5+%. 1,0469 1008 = 5,0199 0938 U = > 1992 ° 678 323 > 

y- 8= 5+%.l,2307 eSSS ^ S.OgOl 7526 10 = °' 1964 5688 974 ' 

* = 5 + llg. 1,5 = 5,1760 9125 91 = °' 1931 959? 548 ' 

y+s== 5 + %. 1,7692 3465 = 5,2477 8548 63 = °' 1905 5657 137 ' 

y +3== 5+%. 1,9530 8992 = 5,2907 2223 86 =M89 ° 1011 U6; 

et de ceci 

7=8406, 243117. 

Ce r6sultat est absoluraent le meme que celui que Gauss 
a trouv6, mais d'une maniere moins facile, pour un meme 
nombre d'ordonnees. 
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CHAPITRE III. 

Les longueurs des abscisses exprimfos en fonction des 

coefficients num^riques qui se trouvent dans 
l'expression pour l'aire approximative de la figure. 

Soit donni une formule pour Vaire approximative d'une figure, 

les points de la base de la figure, sur lesquels les ordonnies 

a mesurer doivent etre dUvSes, itant inconnus; 

on demande d'indiquer ces points. 

§ 38. Pour pouvoir calculer la serie d'abscisses que nous 
avons en vue, nous supposons que la ligne limite A B de 
la figure, dont l'aire est indiqu6e par (21), est une courbe 
parabolique du 2(m — l)i&mo degr£. 

Nous divisons la base de la figure par (2 m — 1) points en 
2 m parties dont les longueurs, de part et d'autre de l'axe 

Z, sont Sgales * ^ B x fl, | B 2 H, . . . ± B m H, fig. 3®; 

nous £levons, sur le milieu de chacune de ces parties, une 
ordonnee y Tp et, sur les extremity de chaque partie, des 
perpendiculaires, et nous trains, par le sommet de chaque 
ordonnee y Tpi une ligne droite jusqu'aux deux perpendicu- 
laires les plus proches. On obtient ainsi un polygone dont 
Taire est exprim6e aussi par (21), attendu que la somme des 

aires des deux trapezes dont -^ B p H est la base et dont les 

ordonnees y_ p et y+ p sont les hauteurs, est indiqu£e par le 

terme H.B P y " p + y+ * de (21). 

Representor la distance de l'axe Y 6\ev6 au milieu de la 
base de la figure, a l'ordonnee y +p par z' p H\ 6videmment 
cette distance sera a pen pres £gale a la longueur de 
Tabscisse r p H, c'est a dire qu'elle donnera approximative- 
ment la longueur de cette abscisse. 

Ainsi nous avons, comme premieres valeurs approximatives 
des valeurs cherch6es que nous indiquons par r lf r 2 , . . . r ro ,: 
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(48) 



*'« = 2 ^ "^ ^ 2 "^ ^ 3 "^" ' # • ~^~ ^*~ 1 "^ 2 *^' 

Conforme'ment a la supposition sub (26), les valeurs r v 
r a 1 • • • r m doi vent satisfaire aux Equations 

r,»J,+ r,»J? a + ...+ '« , -B« = J(g)*. 



r,«^+ V^ + ...+ '-^-"gG)*' 



(49) 



r, 8 — » B t + r a 2 — » B 2 + . . . + r.»— • B m - 

_ i /1\ 8 — 8 

2t» — 1\2/ 

La correction qui appartient a ces equations est representee 
soivant (22) par 

+ . . • + rJ"B M )} fl»-+i«,.+ ete. 

En (49) il so trouve (m — 1) equations avec m inconnues, 
de sorte qu'on peut attribuer, dans certaines limites, une ya- 
leur arbitraire a l'une de ces inconnues. Si, par exemple, r, 
est pose egal a *', de (48) alors (49) se change en 



r a 8 - 8 5 a + r, 8 - 8 £,+ ...+ r„»-* S m = 

1 /1\ 8 " -2 
2m — 1V2/ * ' 



(50) 
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Nous trouvons des valeurs plus approch£es de r 9 que celles 
sub (48) en representant succeesivement la premiere des 
(m — 1) equations de (50) par 



-s(s) -*'> 1B >=*> 



{r 2 r 2 r 2 1 • 



(51) 



r 1 r a 
et en substituant dans ces equations pour -^ , -^, etc. les 

valeurs approximates qu'on trouve pour ces rapports de 
(48). Si nous repr&entons les valeurs approximatives nou- 
velle8 de r p par z" p , alors nous trouvons 



." a 



/ 2 '2 



J 2 

* an 



// 



a. 



/ a 



Tj-Bj + -ToA + «"+ ~J~l Bm 



3 



etc. 



(52) 



Posons maintenant en (50) r p *=z" p 2 (l + * p ), alors ces 
Equations se changent en 



*va +*»)*,+.••+ 



*V(1+ *„)*»= 



*Y"-* (1 + « a )-i 2? 2 + . . . + z V — » (1 + O- 1 -»« = 

— . x fi * 8»»— 9 J? 

~2m- 1V2/ — *« ' 0, • 



(58) 
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dans lesquelles z" p % et B p sont connues, mais les valeurs de 
« p , qui sont tres petites en comparaison de l'unit£, doivent 
encore Stre calcul£es. 

Nous trouvons facilement des valeurs approximatives de & p , 
en supprimant en (53), apres d£veloppement, les degr&i de <z p . 
De cette manure nous obtenons (m — 1) equations, dans lesquelles 
les (m — 1) inconnues oc p ne se pr&entent qu'au premier degre, 
de sorte qu'elles en peuvent etre r&olues facilement. Au 
besoin en substituant de nouveau en (53) les produits que 
nous trouvons pour z f p ^^(\-\-a) 9 B p = z'" p **B p au lieu de 
z" p * q B p , nous obtenons de nouvelles Equations pour a p qui 
nous mettent en 6tat de nous rapprocher davantage encore 
des valeurs cherch£es. Ainsi par une approximation r6p£tee, 
nous trouvons pour r p , des valeurs aussi exactes que nous 
le desirons. 

§ 39. En guise duplication, nous nous proposous de 
calculer les valeurs r p qui appartiennent & une Equation 
numfrique, c'est & dire a une Equation dont les coefficients 
B p sont des nombres donnas. Par exemple, 

1 = H (0,36 ^ + y+1 +0,32 y- 2 + y+ 2 + 0,22 y - 3 + y + 3 + 

I 2 2 a 



+ 0,10 y -* + y +' }...(54) 



Nous trouvons d'apres (48) : 
z\ = j. 0,36 = 0,09, ainsi 



*< a - \. (0,36+0,16) = \ . 0,52, > & - (g)* et g - (g)'; 



2 v ' ' ' ' 2 ' ' «V V52/ *' a » V52 



*»" 2 



i0 79 » ^ = (^\il 2 = W- 

2* '' ' *', 2 Wq^ ' *',» W ' 



*«=2- ' 95 ' • #-\5s) '.^-(sk)* 



d'aprfc (51) et (52): <*,= ^ Q - *',*£, = 



= JL _ 0,0081. 0,32 = 0,0804 17, 
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* .* = 



0,0804 1 7 



0,82+ (g)\ 0,22+(g)\ 0,10 

0,0804 17 

(J}?)' .0,32+ 0,22+ (?$)* .0,10 
0,0804 17 



= 0,0692 83 et z' — 0,26312, 



= 0, 1597 94 et *". = 0,89975, 



z" » = 



(Sr o ' 32 +(r5/- ' 22 + ' 10 



= 0,2310 75 et z\ = 0,48070, 



ensuite d'apres (53), en supprimant les degres de * p , 



* a = 



_ c 3 — (*V + *Y) c i + *' 



// 2 J' 2 



£ 



4 v l 



•». *Y (A* - A 4 ) (*V - *Y) 

, _ c 3 - (*V + A') *» + *V A* *, 

'• .b, *y (*y - A 1 ) (*V - fY) 

p = C 3 (* 2 1*3) C 2 1*1 ^3 C l 



(55) 



ou 






(56) 



En substdtuant les valeurs de /,*, z"f, «",* et z" 4 * en (56) on trouve : 
c, = 0,000 014 041 29, c, = — 0,000 004 858 187 et c, = — 0,000 001 441 718 ; 
ensuite d'apres (55) 
* a = 0,008 004 72, *, = — 0,00 1 065 05 et m t = — 0,000 653 06 ; 

pais 

B 3 *Y (! + *») = B 2 *!"* = °» 022 219 ^ 6 7 , 
B 3 *V (1 + «,) - B 3 *'Y = 0,035 11 1 098 , 

etc. et aprds cela d'aprda (56) ponr les noavelles valours de e p : 

c, = 0,000 000 000 23, 
c, = — 0,000 000 009 00, 
c, = — 0,000 000 002 51, 

5 
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ce qui prouve que les racines carries de z'" p \ no tarn meat 

r, = 0,09 , 
r 2 = 0,2635 068, 
r 3 = 0,3994 945 et 
r 4 = 0,4804 869, 

donnent assez exactement les longueurs d'une s^rie de valeurs 
de r p qui satisfont h la question. Si Ton desirait uue exac- 
titude encore plus grande, on n'aurait besoin pour l'obtenir 
que de substituer les valeurs trouv^es de z" p 2 et celles de 
c p en (55) et d'en resoudre * 2 , « 3 et a A . On trouve ainsi 
pour * p des valeurs qui sont tres petites en comparaison de 
celles qu'on a trouvees la premiere fois, de sorte qu'on peut 
alors exprimer r p exact a un nombre plus grand de deci- 
mates. Etc. 

Les calculs dans ce paragraphe-ci et dans les §§ suivants, 
admettent beaucoup de simplifications, ainsi p. e. les deno- 
minateurs des fractions sub (55), une fois calcules, pourront, 
au cas d'une approximation continue, etre mis en compte 
comme des grandeurs constantes. 

§ 40. Posons — pour une seconde application — que les 
abscisses doivent etre d£terminees, quand on a en (21) 
B x = B % = . . . = B m , ainsi 

1 - H 'm\ 2 + 2 + ••• + 2 i " (57) 

On a alors pour tn = 4 les calculs suivants: 
II resulte de (48) 

*'« = 16 = °* 0625 ' 

^ = Mi + §)=f6 = °' 1875 ' 

/ 3=s(i+i+g)=r6=°> 3125et 
^=^(i+i+i+§)=r 6 = ' 4375 - 
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Puis, en appliquant la m&hode d6velopp£e dans le § 38, 
on trouve 

r x = 0,0625, r 2 = 0,1979 9177, 

r, = 0,2980 6756, r 4 = 0,4487 5614, 

J=#-g\(y-i+y+i)+(y-2+y+2)+^ 

et 

corr: = 0,0000 0538 H*a 9 . 



Calcul des longueur 8 cCune sirie d' abscisses appartenant h une 
expression donnie de I'aire approchee cCune figure arbi- 
trage, de telle mantire que le premier terme 
de correction soit un minimum. 

§ 41. Les yaleurs de r p trouv£es dans les deux §§ pr6c£- 
dents, satisfont bien a la question pos6e, mais elles ne don- 
nent pas le r£sultat le plus avantageux; les longueurs des 
abscisses qui exigent une correction aussi petite que possible 
pour la valeur donnie de 7, peuvent etre calculees de la ma- 
niere suivante. 

Si en (26) on prend des yaleurs d£terminees pour B p , 
ainsi que 

B\ + B* t • • • + Bm = 1 f 

il ne reste que (m — 1) Equations auxquelles les m yaleurs 
inconnues de r p 2 doivent satisfaire. Par consequent on pent 
encore poser la condition qu'un des termes de correction, 
dont la valeur du coefficient }* m +*t est representee en (23), 
doit avoir une certaine valeur; par exemple, une valeur 
minimum. 

En posant preincrement qu'en (23) 3 2 «» qui est le coeffi- 
cient du terme de correction i im H 2wl ^ l a 2 m de (22), doit avoir 
une valeur minimum, les 2 m abscisses doivent satisfaire aux 
m conditions suivantes: 
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r*B t + ,,»*, + ...+ 









*•,»—»£, + r,»— » B 2 + . . .+*■„»—* .B m —ai_g = }( 58 ) 

~2m-lW 

ou i Sm repre*sente un minimum. 

U arrivera quelquefois que i im peut §tre pose* egal a zero. 
Dans ce cas (58) se change en: 



r, , 5,+ r a »5 2 + ...+ 



r-'-B* 



r,*5,+ VB. + ...+ r m *B m 



~ **~ 3(2/' 
= a * = 5A27 ' 



(59) 



— 1 /1\'— * 

— 2m-l\2/ 

V-B.+ r 2 2 -B a + ...+ r m i "B n =a 9m = 

= __1_/1\ 2 » 
2m+l\2/ ' - 



Quand on a calculi les m valeurs approchees «", a , z" t 2 , . . . z" m 2 
Jvoyez la formule (52) J et Ton remplace en (59) r p *B p par 
*",*(1 + *p)B p , on trouve, apres avoir supprinie* les degre*s 
de « p , les equations suivantes: 



*v 


*i^. 


+ *Y 


a 2 B 2 


+ • 


A-z" % 


*w 


i-B w 




«n 


*Y 


*, B x 


+ *Y 


x 2 B 2 


+ • 


-4- z" 4 


*m 


Bm 


= 


f»» 


J* Si 
z 1 


•* 1 B i 


+ *Y" 


x 2 B 2 


+ • 




*m 


Bm 


=s 


c mJ , 


dans 


lesquelles 

















(60) 
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On trouve de (60), en representant la somme des produits 
{ a } dea grandeurs J'* t z'\ 2 7 . . . *" m *» sauf la grandeur s" p * 
elle-mSme, par £ 9 : 



*lA^^ , -^v# l -o.^v-^-lV, l -lV)•■•lA , -^ l ) 



77-1,(61) 



*, = 



§ 42. Pour m = 4, par exemple, nous trouvons d'aprds 
(61) les Equations suivantes: 

_ c t - e s (A 2 + A a + a 2 ) + c , ( A a A 2 + a 2 A 2 + A 2 A 1 ) - *. A 2 A 2 A* 

*, A 2 (A 1 - A 2 ) (A a - A a ) (A 1 - A 2 ) 
_ c - c , (A » + A* + A 2 ) + * a (A 2 A 2 + A ' A 2 + A 2 A 2 ) - *, A a *V A 2 

5 2 A 2 (A 2 - A 2 ) (A 2 - A a ) (A 2 - A 2 ) 
c, - c, (A 2 + A 2 + A a ) + ** (A 2 A 2 + A 2 A 2 + A 2 A 2 ) - «. A 2 *V A 2 

b> A 2 (A a -*"i 2 ) (A 2 - A 2 ) (A a - A a ) 
* - '3 (A 2 + A 2 + A a ) + c a (A * A 2 + A a A 2 + A 2 A 2 ) - «, A 2 A 2 A 2 



*..= 



•B* A 2 (A a -A 2 ) (A a -A 2 ) (A a -*Y) 

dans lesquelles 
! ' = ^/-['V^+A^ + A^+A 2 **]. 



(62) 



* "5 {J(i)'~ [«7*i+'V^+ A'^+'Y*.]}* 

Par une application r£p£t£e de ces formules, nous trouvons 
pour les yaleurs de r p qui appartiennent a l'expression sub (54) : 



► ....,. (68) 
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^=0,090 421 971 45, r a = 0,263 131 424 28, 
r 3 = 0,399 824 515 72 et r 4 = 0,480 256 151 21, 

6tant exactes a 10 d£cimales pres. 

Pour la correction, on trouve, d'apres (22) en relation 
avec (59) 



corr 



+ . • . + r m 8 »+ 2 B m )} tf»«+ 3 a 2w+8 + 
+ • . . + r n *»+* 5 m )} //*«+« a,^ + etc. 



ou 



J 1 2»S, , 

corr. — ^ 2 m 4-l~ r 



2*5, . 2*5 2 



2n»+3 2m+l ' 2m— 1 
-...<- l)«f_i}(i) ^^ 3 a 2M+2 + 

4./_l__^lA_ . _^_^ r-n-^^4- 

"*" l2m+5 2m+3" t "2m+l " ,V ' 5 " r 
+ 2 8 »+*S 8w+8 S 1 }Q 2m+4 fP«+ 5 a 3w+4 + etc. 

D'apres chacune de ces deux expressions on trouve, pour 
m = 4, 

corr: = 0,000 000 014 59 H n a l0 + etc. ...(64) . 

§ 43. Dans le 3**™ alinea du § 37, on a traits une for- 
mule dont les valeurs des coefficients B p ont 6te calcul£es 
dans la snpposition que les valeurs de r p sont £gales a celles 
de Gauss, lorsque dans celles-ci on supprime toutes les de- 
cimal es a l'exception des deux premieres. On a vu que cette 
formule n'est pas beaucoup plus exacte qu'une des formules 
des tables A et B pour la meme valeur de m. 

Les valeurs de r p trouv£es dans le § pr£c£dent, correspon- 
dent avec la meme formule de Gauss, quand la valeur de 
\B P y est exprimee dans les deux premieres decimales seu- 
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lement. La valour du premier terme de correction sab (64) fait 
voir que les valeurs de r p du § prudent donnent une exacti- 
tude sensiblement plus grande que celles des tables A et B 
pour n = 8. Mais aussi on doit faire observer ici que le 
grand nombre de d£cimales au moyen desquelles r p doit etre 
exprim6, ne rend pas, avec l'application d'une telle formule, 
la perte de temps beaucoup moindre, que quand on se sert 
de la formule primitive de Gauss pour un nombre 6gal d'or- 
donn6es. 

§ 44. En attendant il n'est pas toujours possible de placer 
les ordonnees de telle maniere qu'il soit satisfait a la der- 
niere condition de (59) ; ce sera le cas e. a. avec l'expression 
sub (57) pour m = 4. 

Si Ton suppose, par exemple, qu'alors les valeurs de r p , 
trouv£es dans le § 40 sont connues, c'est a dire 

r x = 0,0625 r 2 =0,1979 9177, 

r 3 = 0,2980 6756 et r A = 0,4487 5614, 

on a en (62) et (63) e x = 0, c 2 = et c 3 = 0, par consequent 

c A 16724 _ 

1 B x z\ 2 (z" x 2 — *V )(*", *— z"*)(z\ 8 — z"*) 8325 



* 



= — 2,01, d'oti il resulte que si Ton prend en (57) w» = 4, 
il ne peut pas etre satisfait a la derniere condition sub (59). 
Evidemment, dans ce cas-ci, la valeur r, = conduit & la 
position la plus avantageuse des ordonnees. 

Ceci peut etre encore demontre de la mani&re suivante: 
Si Ton prend successivement r x = 0,062 9956, r t = 0,0625, 
r x = 0,05 et r x = et si Ton calcule, suivant la m&hode 
que nous venons de d£velopper, les valeurs de r a , r 3 , r 4 et 
corr: qui appartiennent a chacune de ces valeurs de r, en 
particulier, on trouve les quatre series de valeurs suivantes: 

pour *-, = 0,062 9956: r 2 = 0,197 6650, r 3 = 0,298 1972, 

^ = 0,448 7448 et 
corr: = 0,000 006 726 H»a Q ; 
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pour r t = 0,0625: r 2 = 0,197 9918, r,= 0,298 0676, 

r 4 = 0,448 7561 et 
corr: = 0,000 006 690 H»a Q ; 

pour rj=0,05: r 2 = 0,205 715, r 3 = 0,294 768, 

r 4 = 0,449 029 et 
corr: = 0,000 005 808 H 9 a B , et 

pour r, = : r a = 0,221 877, r 3 = 0,286 809, 

r A = 0,449 590 et 
corr: = 0,000 003 950 E 9 a s . 

Les differentes valeurs de corr: montrent que la correc- 
tion diminue a mesure que r l s'approche davantage de z^roj 
et qu'elle est la plus petite quand r, = 0. Vu que r, ne 
peut pas etre pris plus petit que zero, il se trouve confirm^ 
aussi de cette maniere que, dans le cas de m = 4, il n'est 
pas possible de satisfaire a la derniere condition de (59). 

II r£sulte tout a la fois des calculs de ce paragraphe-ci et 
de ceux des §§ precedents, qu'avec chaque expression sub 
(21) il y a un nombre illimite de series d'abscisses qui sa- 
tisfont a la question pos£e au debut de ce chapitre; encore 
que nous puissions, dans de certaines limites, faire coincider 
une des ordonnees de milieu avec un point determine arbi- 
trairement, ou les ordonnees extremes avec les points extremes 
de la base de la figure, ou les deux ordonnees m&lianes avec 
Taxe Y — c'est a dire pourvu que, dans chacun de ces cas, 

il soit satisfait aux conditions x x >0, x p ># p _i et #»< y 
qui decouleot de la nature du probl&ne. 
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Uaire approximative d'une figure exprimie par le produit 

de la base et la moyenne des ordonntes a mesurer. 

§ 45. Le calcul des valeurs de B p , par approximation de 
r pJ expos^ dans les §§ precedents est toujours tres laborieux, 
si les valeurs des r p doivent etre exprimees exactement a un 
grand nombre de decimates prds. Mais si Ton prend en (49), 

en (58) ou en (59) B l = B 2 = ... = B m = — , une solution 

m 
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directe est tres facile et donne lieu a des formules assez 
simples. 

Dans Thypothese de B p = — les Equations sub (49) se 
chaugent en 

r i a + r 2 * + ...+ r m 2 = Y\2/ ' 



r i 4 + *_* + ••• + *** = ^(2)' 






m /i\a»— a 

+ -. 8»— 2 1 _l_ » 3m— 2 I _ I 

r 2 +...-J-r. — 2m-l\2/ ' . 

et on a, suivant (22), 



(65) 



corr 



! -{__tt6T -^ ( "'"+ '"+ 

+ ...+ r.«-)}_'«-+ I o,« + 

i 1 /l\»»+ a 1 
^12m+3\2/ m^ 1 ^ » ^ 



+ ... + r w »-+»)}5»-+8a,. +s + etc (66) 

ou, en relation avec (23) et (25), 

._/ 1 2 i S l 2*S t _ 

corr — f 2 m+l 2m— l* 1 " 2m— 3 

^l2m+8 2ro+r 2m- 1 , " 1 ' 8 T 
+ 2»-+^ s ,S 1 }Q) S " ,+8 5»-+»a s « +2 + etc. (67) 

En (65) il y a (m — 1) equations avec m inconnnea r p *. 
On pent, par consequent, dans certaines limites, donner a 
nne de ces inconnues une valeur arbitraire, de sorte qu'il ne 
reste qa'antant d'inconnues qu'il y a d'equations. 
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Attribuons a r, une valeur de"terminee, repr&ientons la 
valeur de la sonime des qtime* degree des inconnues r 2 *, r, 1 , 
• ••»•>»* par a Sj , nous pouvons alors eorire an lieu de (65) 



r 2*+ r a*+--- + r *= t £\2) - r i 4==a 4> 



(68) 



V" -8 + V" -2 + • • • + n. 2 " -2 = 

repr&entons encore la somme des produits q a q [voyez sub 
(24)] par S q , il apparaitra alors que les valeurs de r p % de 
(68) sont les racines de l'equation 

r»— » _ Si r»— * + S 2 r 8 *- 6 — . . . (— l)"- 1 8^.1 = o , 

dans laquelle 

pS J , = S J ,_ia 2 — S,_ 2 a 4 + ...(— ly- 1 **,. 

On trouve, si Ton prend, par exemple, la valeur de r x egale a 
celle de la plus petite abscisse selon MacLaurin notamment 

1 A 

r x = - — , pour m = 4 : 



4cm 



V + VW~g(§)-(fij =■»=*. 

v+v+v=|( 2 -/-(r 6 ) 4 =^ «* 

ainsi 



253 

768 ' 



5a = 2{ S i a a- 8 4} = 2{(768/ "Lbu) ~(l6/ J = 294 9120 et 

v—lh _<J 4- I— 1 ! 8631 ? 253_253 16379 , 
6 * — 3l *»*» *i a *-t- a o | 31294 9120 - 768 768 '3276 80 i " 

1048569 | _ 3335 9341 
+ 11744 0512 f — 475 6340 7360' 
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de sorte qu'on a 

475 6340 7360 (r 8 ) 3 - 156 6867 4560 (r*) a + 
+ 139212 0576 (r 1 ) - 3335 9341 = 

d'otl, en y ajoutant la valeur adoptee pour r, : 

r, = 0,0625 0000 , r, = 0,1979 9177, 
r,= 0,2980 6756 et r 4 = 0,4487 5614; 

puis on a pour I: 

2 = £T g {(y_a + y + i)+(y_8+y +2 ) •f(y_8+y+s) + (y-4+y + 4)} 
et pour le premier terme de correction d'apres (66) ou (67), 
corr: - ^^ 5 9 a 8 = 0,000 005 33 tf»a 8 . 

On obtient ainsi pour I une expression plus exacte et qui, 
dans certaines circonstances, peut etre aussi facile ou plus 
facile a appliquer qu'une des deux expressions pour I des 
tables A et B pour un meme nombre d'ordonnees a mesurer. 

Qoand on prend pour m = 5 la valeur de r t e*gale a celle 
de la plus petite abscisse selon MacLaurin, on trouve 

r, =0,0500 0000, r 2 = 0,1366 9876, 
r, = 0,2766 0481, r 4 = 0,3277 6209 et 
r 5 = 0,4599 3685, 

1= fl. jq {(y_! + y+i) + (y-a + y+s) + (y_ 8 + y+s) + 

+ (if-* + y+*) + (y-i + y+t) } 

et 

corr: = m \ m S M a,„ = 0,000 000 75 fi" a 10 . 

Formules d' approximation d'aprh Hermfte-Tchebfchef. 

§ 46. Dans chacune des formules pour I d'apres Hermite- 
Tchebichef tous les coefficients B p sub (21) ont une m£me 
valeur (c'est a dire, dans chacune de ces formules toutes les 
ordonnees a mesurer sont equivalentes), tandis que le premier 
terme de correction qui appartient a la formule est egale a zero. 
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Dans ce cas, nous avons cTapres (23) et (26) pour tin 

nombre pair d'ordonn£es a mesurer : B D = - et 

v m 

r i 4 + V + ...+ r m 4 = 5(2) =a4 ' 



1(2) =sa2m ' 



V"+ r 2 2 - + ...+ r m "» = 



2w + 



(69) 



et les valeurs de r p sont les racines de l'equation 

r*- — fl ir »«- • + ^ r ««-4_ ...(-l)«S m = o. . . . (70) 

dans laqnelle 

P S p = 5 j»-i *a — S p-« a 4 + • • • (- W' 1 &2P- 
Le premier terme de correction est repr&ente par 



corr: 



(2m + 3\2/ ml' 1 +r " -!-.•• + *W )}* 



2m +3 



02m +S 



on 



corr: 



(2»n+8 2ro+1^2m-l '"^ ; 



2*" 5 



1ST' 






Pour tw = 3, par exemple, on a 

3/l\° 8 



I' + V + V-^g) =448 = a « ; ainsi 



1 4*4 80 80 



1 



q S== ± i_i ±4. J 

3 80 ' 4 4 ' 80 ~ r 448 2240 



„ 1 
ou 5 i = 4> 



* Ss — 6720 ' 
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par consequent 

On trouve pour 

m=l: 3 (4 r 2 ) — 1 = 0, 

m = 2: 45 (4 r 2 ) 2 — 30 (4 r 2 ) + 1 = et 

ro = 3: 105 (4 r 2 ) 3 — 105 (4 r 2 ) 2 + 21 (4 r 2 ) — 1 = 0. 

Les valears de r p resultant de ces Equations, sont recueillies 
dans la table F ainsi que les premiers termes de correction 
qui y appartiennent. 

Pour m = 4 et m = 5 les racines de 1' equation sub (70) 
sont en partie imaginaires, d'oft il r£sulte que pour m = 4 
et m = 5, sous les conditions posies sub (69), les coefficients 
B p ne peuvent pas 6tre £gaux entre euz. 

§ 47. Pour un nombre impair d'ordonn£es & mesurer (21) 
se change en 

/= H jj, y x + ^ 5 2 (y« 2 + y +8 ) + . . . + \ B m (y_* + t, + .,)} 
ainsi B t = - B 2 et, d'aprds la premiere Equation de (26), 
B x + (m- 1) B t = | B> + (m-1) B, = (m- |) 5, = 1, 



d'oil 



5 a = J 3 = ...= J e iB =2^ri et 5 " = 2^=1 



par consequent d'aprds (26) 



«a 



1.11 j^ i 1 / 1 V 2ot ~1 c 

+ «'•+••• + •*» ""3(2/ •- 2~ =a » ==5 «' 



V— 3 + r t »— • + . . . + r. f -^ = 

IV— 8 2m— 1 

=a8g,_a; 



l_/iv 

2 TO— 1\2/ 
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lea inconnues sont les racines de l'dquation 

dans laquelle 

pS p =>%-i* 2 — 5p_ 3 a 4 + •••(— l)'" 1 V 

On trouve d'apres (22) en relation avec (23) et (25) que 
le premier terme de correction est exprime par 



+ ... +*•„»«]} #*"+%„,, 



ou 



corr:= i2^Gr-2^=i(ir is > + 

Pour m = 4, par exemple, on trouve 

1/1\* 7 7 

4 . 4 , 4_1/ 1 V 7 _ 7 _ 

r » + r * +r * ~5\2/ ^""IBO - **' 

V+V + '4'-}(s)'-5-i58—» 0t 

° ,_ 24' 
oc_ 7 7 7 _ H9 • • o 119 



24 24 160 2880 ' — * 5760 ' 

__ 119 7 7 _7_ 1 _ 149 . . 

8 * ,_ 5760 '24 24 " 160 + 128 ~ 13 8240 ' amS1 



41 4720 ' 
par consequent 



'-a'+T^-irSso- - 1 " 8 - 
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On trouve pour 
n = 3: 2(4r 2 )—l=0, 
n = 5: 72(4r 2 ) 2 — 60(4r 2 ) + 7 = 0, 

n = 7: 6480(4r s ) 3 — 7560(4r 2 ) 2 + 2142(4r 2 ) — 149 = et 
n = 9: 22400(4r 2 ) 4 — 33600(4t*) 3 fl5120(4r 2 ) 2 — 
— 2280(4r 2 )+53=0. 

Aussi les valeurs de r p resultant de ces equations sont 
recueillies dans la table F. 

§ 48. Sartout si la .courbe AB n'est pas donnee par une 
Equation y =/(#), mais si elle est donnee seulement en 
dessin, par exemple, ou tracee au hasard, et si Ton vent 
calculer Taire I limine par cette courbe, l'application des for- 
mules de la table F sera preferable alors h, celle des formules 
des tables A et B; non seulement parce que, pour un meme 
nombre d'ordonnees a mesurer, la valeur de corr: des for- 
mules de la table F est plus petite que celle des formules 
des tables A et B, mais principalement parce- que le calcul 
de 1 selon les formules de la table F est beaucoup plus 
facile. En effet, apres avoir indique sur l'axe X les extr6- 
mit£s des abscisses et avoir mesure les ordonn£es, le calcul 
de l'aire approximative / selon la table F se borne a prendre 
le produit de la moyenne de ces ordonn£es et la base de la 
figure. (Voyez a ce sujet le § 50). 

Si la figure est trop grande ou si les longueurs des or- 
donn£es varient trop pour pouvoir s'attendre a une approxi- 
mation sufifisante en ne mesurant que 9 ordonnees et si Ton 
ne veut pas composer une formule destin£e sp6cialement au 
nombre d'ordonnees qu'qn voudra mesurer, il sera bon, pour 
obtenir plus d 'exactitude, de subdiviser la figure en p bandes 
de largeur in£gale — en resserrant les intervalles aux en- 
droits oH les ordonnees croissent ou decroissent rapidement — 
et appliquer 1'approximation & chaque bande en particulier. 
De cette maniere il est toujours possible de rendre l'approxi- 
mation aussi grande qu'on le desire. 

II est superflu de faire observer que toutes les autres for- 
mules d6velopp£e8 dans cette 6tude, donnent lieu h, la meme 
remarque (3). 
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§ 49. Les valeurs de corr: dans la table F font voir que 
2, 4 et 6 ordonn£es donnent a pen pres la m£me exactitude 
que respectivement 3, 5 et 7 ordonn£es. Par consequent le 
mesurage de 2, 4 et 6 ordonn£es doit etre pris en s6rieuse con- 
sideration (contrairement a ce qu'on a pu observer dans le § 35, 
concernant les formules de Newton-Cotes et de MacLaurin). 

La table G ci-apres a 6i6 dress£e pour pouvoir, en cas 
de mesurage, calculer facilement et avec une exactitude suf- 
fisante les longueurs des abscisses qui appartiennent a n = 2, 
4, 6 et 9 ordonnees. 

Supposons, par exemple, que A'B' = H contienne 527 

unites de longueur et que n soit egal a 4, on trouve alors, 

527 
en comptant du point 0, fig. 2, A' Itant 6gal a — q- = 

= 263,5 unites de longueur, suivant la table 6r, pour les 
longueurs des abscisses a mesurer, 





m7| • 


m7a . 


200 

• 


18,759 


79,465 


60 


5,628 


23,840 


3 


0,281 


1,192 


0,5 


0,047 


0,199 



263,5 24,7 104,7 

§ 50. Dans chaque formule de la table F, les coefficients 
B p sont positifs et £gaux entre eux. 

Quant a la valeur des coefficients B p dans les diverses 
formules des tables A, B et F pour i, pour une m€me valeur 
de n, il faut remarquer ce qui suit: 

Si on compare, par exemple, les trois formules pour n = 9 
des tables A, B et F on voit alors que les premiers termes 
de correction de ces formules sont du meme degr£. 
Par consequent ces trois formules ont une exactitude a pen 
prds 6gale, a condition toutefois que les valeurs de y p j 
soient exprimees a un nombre de decimates tel qu'un nombre 
plus grand encore n'aurait pas d'influence sur la derniere 
decimale dans laquelle on veut exprimer la valeur de J. 

Si la courbe A B est donn£e par une Equation, les valeurs 
de x p et de y p peuvent toujours etre d£terminees aussi 
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exactement qu'on le desire. Mais cela n'est plus possible 
quand on ne connait pas la loi selon laquelle les points de 
la courbe se suivent, par exemple, quand la courbe est trac£e 
au hasard, ou quand quelques points seulement en sont 
connus, soit par l'observation, soit par le mesurage, soit par 
revaluation, etc. Dans ce ens, chacune des valeurs de x p et 
de y PJ et, par consequent, aussi la valeur de 2, sera afFectde 
d'une erreur probable qui deviendra plus grande a mesure 

1° que les instruments dont on se sert pour l'observation, 
le mesurage, revaluation, etc. de x p et de y p procurent une 
approximation moins exacte, et 

2° que la somme des seconds degree de B p est plus grande. 

Done, si Ton a besoin d'une grande exactitude et si Ton. 
a, pour calculer 2, le choix entre plusieurs formules difftren- 
tes, on devra se servir de la formule dont l'erreur probable 
de I est la plus petite. 

II r£sulte de cette observation qu'en cas de mesurage des 
coordonnfes, les formules de la table F sont pr£f£rables a 
celles des tables A et B et m£me souvent a celles de la 
table C, a cause que dans chaque formule de la table F les 
coefficients B p sont 6gaux entre eux, par quoi Terreur pro- 
bable des formules de la table F est plus petite que celle 
des formules des tables A, B et C pour un meme nombre 
d'ordonnees a mesurer. 

Formules d! approximation cFaprbs Vauteur de cette itude. 
§ 51. Les formules g£n£rales sub (58) se changent, quand 
B p = — , en 






— a 2 , 



=»«> 



2 m g | 2m 2 I | 2m ? ^^ i i — 

r \ \ r 2 ~l~»'l r m Qm 1\2/ — *2m— 2i 

1 \ Oj», 



(71) 



6 
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^ci aussi les inconnues sont les racines de liquation 

r 2 * - S, r*»- 2 + S 2 r 8 —' 4 - . . . (-1)- S m = (72) 

dans laquelle 

pS,=S,_i.a 2 -S p _ 2 .a 4 + ...(-l)*- 3 .a 2f (73) 

Ensuite on a [voyez (66) et (67)] 

r 1 /i\2»+* 1 / 
.orr:-fc-.fl-^-+{ SrF8 ( ? ) - - (V«+* + 

+ r 4 »«+* + ... + r. 2 «+*)}#»«+ 3 a i . +8 + etc (74) 

oa 

corr: = >,„ Jf«-+i ... + {g--^ - ^ + g—L - 

_...(_l)-i-^+2*«+» l». 5, J (ij £r«-+»a ta . +2 + etc. (75) 

On trouve d'aprds (71) et (73) pour les Equations qae 
nous avions en vue sub (72), pour 

a I 1 

m or 12 ^80 6720 ~ *" ' 

m = 4: ^ - 12 r6 + 360 r4 ~ 45360 ~ 1088 6400 + 



+ hm = 0, 

_- 5 , . 1 B 25 17 , 

rn— 12 r ' i "l8 r 9072 ~ f ~435456 r 

-r hm = et 



5748 0192 



12 ^80 1680 ^4 4800 

1 , 2161 _ 

r ~~ ooo ooot caaa + •»» — U * 



(76) 



42 2400 322 8825 6000 

Plusieurs series d'abscisses dont on peat se servir avec avan- 
tage peuvent 6tre derivees de ce groupe d'equations. 
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§ 52. Preincrement on trouve une s6rie de valeurs r p en 
attribuant a J 8m , dans chaque Equation de (70), une valeur 
minimum qui satisfasse a la condition que toutes les racines 
dans l'equation en question demeurent ou deviennent r£elles. 
On a vu dans le § 46 que pour une valeur minimum de 
hmy pour m = 2 et m=3, $z m doit etre z6ro. 

Pour rn = 4 les racines ne peuvent pas etre reelles tant 

qne 52 -<l08O400 ; aU88it6t que 32 " = 1088 48 6400 ' leara - 
cines sont reelles et S 2w a sa valeur minimum. Les racines 
restent reelles et sont propres a l'usage si, dans certaines 

43 

limites, S 2m est pris plus grand que funn ' ma * s avec 

des valeurs croissantes de 3 3w la correction, qui appartient 
a la formule en question grandit aussi. Une observation 
analogue peut etre faite relativement a liquation pour rw = 6. 
Quant a liquation pour m = 5, il y a lieu de faire 
remarquer ce qui suit. Quand on y 6crit successivement 
> _ 43 * _ 42 .. _ 34 

*2» tHiO A1AO> *** KHAO A1AO » * • • ^ °2m — 



5748 0192* "" 5748 0192' ' m 5748 0192' 

les racines des Equations cons^cutives demeurent toujours reelles. 
II va de soi qu'avec une valeur descendante de 3 2w la correc- 
tion, qui appartient a Tequation pourm = 5, devient continuel- 
lement plus petite aussi. On reconnait aisement que les racines 

de liquation dans laquelle on a pris ?2m= Knio 0109 BOn * 

reelles encore, mais que Tequation dans laquelle on a pos6 

. 33,42 9175 .. . . ... 

hm= khaq oi Q9 con * ien * des racines imaginaires. II pa- 

raitra clairement dans l'extraction des racines elles-memes que 

33,4291 7562 0184 062 M , •, , 

01Q»> es valeur la plus petite qui peut 

etre attribute a i% m . On trouve pour m = 5 que les valeurs 
les plus avantageuse de r p 2 sont les racines de liquation 

12 ^18 9072 ^43 5456 

9,5708 2437 9815 938 



5748 0192 







1 
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qui contient deux racines eg ales, notamment 

r 1 a =r,* = 0,0096 2085 36 00^=^=0,0980 8600..., 

et ensuite r 3 2 =0,0816 1789 83 » r, = 0,2856 8846..., 

r 4 2 = 0,1041 1580 19 » r 4 = 0,3226 6903..., 

et r„ 2 = 0,2116 9175 93 » r 8 = 0,4600 9978.... 

En representant les ordonnees qui correspondent a 
± x x = ± as t , ± x % , ± x t et ± « 8 , respectivement par 
y±u y-ts, yi3 et y± 4 , nous tronvons 

i= iq h { 2 (y-*+y+ i)+(y-»+y+ *)+ (y-3+y+ s )+(y-«+y+*)} 

et, d'apres (74) ou (75), 

c o r r : = -^||-|m IT 'a, o+ etc. = 0,0000 0058 ZT" a I0 + etc. 

Les valeurs de r p , I et corr: pour m=5 sont recueillies 
dans la table H\ les indices de r p y sont diminu& de un. 

§ 58. Secon dement, si Ton prend, dans chaque equation 
sub (76), la somme des deux derniers termes dans le premier 
uiembre £gale a zero, alors les ordonnees y_i et y + i torn- 
bent ensemble sur l'axe F, de telle sorte que le nombre des 
ordonnees a mesurer est diminue' de un. 

En posant, par exemple, dans la formule pour m = 3, 

?2w= ft79ft ) cette Equation devient 

d'ou 

r ( =0, r 2 = 0,2628 6556... et r 3 = 0,4253 2540.... 

Ensuite on a 

I=i#{2y, +(j,_ J 4-y +s ,) + (y_3 + y +3 )} 



et 



corr: = -g=HQ^ , a 6 =0,0001 488...fl 7 a 6 . 
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48 



Si dans la formule poor m=4 on pose hm= 



1088 6400' 
on trouve alors successivement 

Tl = , r 2 = 0,2218 7726 . . . , r 3 = 0,2863 0921 ... et 
r 4 = 0,4495 8967 . . . ; 

et, d'aprds (74) ou (75); 
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1088 6400 



corr:= 1AQQ ai HFi H»a Q = 0,0000 0395... H°a B . 



Les valeurs de r p , 1 et c o r r : calcul£es suivant ce § pour 
m = 2, 3, 4 et 5, sont recueillies aussi dans la table IT pour 
n = 3, 5, 7 et 9; elles donnent, pour le meme nombre 
d'ordonnles a mesurer, un r6sultat plus exact que celles de 
la table F, excepts cependant le cas de n=5. En effet, on 
trouve pour n==5, suivant la methode que nous venons de 

dlvelopper dans ce § , c o r r : = - n H 7 a 6 , tandis que sui- 
vant la methode developp£e dans le § 47, on trouve pour 
un nombre 6gal d'ordonn£es a mesurer, comme il ressort de 

la table F, corr: = - LLL fl 7fl o* ^'est P° ur ce ' a < l ue * e8 aD " 

scisses et la correction de la table F sont recueillies aussi, 
pour n = 5 t dans la table H. 

§ 54. En troisieme lieu, on peut poser la condition que 
de part et d'autre de Paxe Y deux ordonn£es, par exemple, 
y__ p et y_ (l>+ i), y+ p et y4(|» + i) doivent tomber Tune surl'autre, 
de maniere que ces quatre ordonn£es n'en forment que deux 
a mesurer. Prenons comme exemple liquation sub (76) pour 
m = 4. 

Si les racines r p et ry, + i sont Igales, il faut que cette 
. Equation puisse etre representee par 
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(«■* - V) 1 (** - ?* + Q) = r * - ( p + 2r /) r ° + 

+ (Q + 2 Pr,» + r p >) r* - (Pr p * + 2 Q) r» + Qr,* = 0, 
de sorte qu'on a 

P+2V=^, 
Q+2Pr » + r *== H 



37 
P '* i + 2 «= 15360 6t 

^ r * ~~ 1088 6400 "*" 2 *' 



d'oii 



r p 



'"*(*- P ) <"> 

o-m-l l p+ 4 3pl • • < 78 > 

22680P»-11340P 1 +1386P-5 = . . . (79) 
et 
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*** = *>' Q+ 108 8 6400 ' ' ' (80) 

Les racines de liquation sub (79) sont 

!*= 0,0037 1987 71..., 
P" = 0,2000 9341 69 . . . et 
F" = 0,2961 8670 60 . . . 

On trouve pour F d'apres (78) Q = 0,0021 6828...; par 
consequent on doit avoir 

,*_Pr 2 +Q = (81 ) 

ou 

r*- 0,0037 1988 r 2 + 0,0021 6828=0; 

mais puisque Q est plus grand que -j P 2 , liquation n'a pas 

de solution reelle; de sorte que la valeur de F ne peut pas 
nous servir. 

La racine F' donne une valeur negative a Q de (78), de 
sorte que l'£quation sub (81), n'admettrait pas deux racines 
positives; il en resulte que F' doit etre rejet£e aussi. 
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On trouve pour la racine P"' de (77) 

a =^(i-P' ,, ) = 0,0185 7331 36.... 



r P 



et de ceci 

r t = 0,1862 8394 6 . . . . 

II s'ensuit d'aprfe (78) Q = 0,0192 0825 04 et ainsi 

poor l'&juation sub (81) 

r* — 0,2961 8670 60 r a + 0,0192 0825 04 = 
d'oft 

r a = 0,3096 8898 5 . . . et r 3 = 0,4475 2594 4 . . . 

Enfin d'aprds (80) nous trouvons 
corr : = hm . H* a 8 = 0,0000 105 . . H 9 a 8 ; 
tandis que 

J=gJ?J2(y_ 1 + y +1 )+(y_ s + y +2 ) + (y_ 3 + y + 3)J. 

Les resultats qu'on obtient suivant cette mlthode pour 
n = 2, 4, 6 et 8, figurent aussi dans la table H. Pour 
n = 10, on n 'obtient pas de valeurs dont on puisse se servir. 
Dans la m£thode selon Hermite-Tchebichef le fait se produit 
d£j& pour n = 8. 



Notes. 

a. La mlthode dlvelopple ci-dessus peut etre traitle d'une 
maniere plus g£n£rale. 

Supposons, par exemple, que, dans le cas de n = 4 ordon- 
nfos a mesurer, c'est & dire pour m = 2, on veuille repre- 
sentor Taire approch£e de la figure par la formule 

I= = H - 2(p+i) {yto^+y+O + fr-s+y+g)} 

on trouve alors des equations 
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B t + £ 2 =1, 
dans lesquelles B t *=p B 2 , successivement 



_J> + 1 



a 



12 



— ? r, 



1 80 



— />r, 



et 



V-Aio^^- 



12 - 30 /> 

« 

De ces deux expressions pour r^, seulement celle avec le 
eigne n£gatif peut servir, attend u que le signe positif rend 
r a 2 n£gatif. 

Poor r, 2 = jg — ^ V5?, on trouve V = 12 + 30 ^^ 

Ces expressions pour r t 2 et r 2 2 exigent que 

1 1 /— = A 1 , 1 /— rz 1 

12 ~ 80? ^ 5p > ° et 12 + 13 Vh P < 4 
d'oil r£sulte ensuite que les 6galites 

r ' = v Ih- 85?^} etr » = WA + i ,/ ^} 

ne valent que pour p = 1 jusqu'a p = 5 inclusivement. 

Le premier terme de correction qui appartient a l'expres- 
sion pour / posee ci-dessus, est 



corr 



: = ( ? (if ~ ( '' 1 B > + '»* B,) ) "" "• = 

= {0,0002 6455...- fc^5}fl.«., 



d'oil Ton trouve 

pour p = 1 
» p = 2 
» p = 3 
» p = 4 
» p = 5 



c o r r : = 0,0002 6455 J? 7 a 6 (Table F), 
» = — 0,0000 2825 W a ( » #), 
» = — 0,0002 1360 J? 7 a , 
» = _ 0,0003 5658 W a 6 et 
» = — 0,0004 7619 ffa , 
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ce qui prouve que les abscisses de la table H donnent le 
rlsultat le plus exact ; puis celles pour p = 3 [pour lesquelles 

I = I H { 8 (j,.! + y +1 ) + (y_ 2 + y +2 )} 

r, = 0,2007 49 . . . et r, = 0,4609 04 . . .] 
et ensuite settlement celles de la table F. 

b. Pour un examen plus £tendu du probldme, ou pourrait 
calculer des expressions, pour I et corr:, en appliquant 
une methode analogue, en quelque fa^n, a celle recommandee 
d£ja par Newton (voyez l'avant-dernier alin£a du § 95). C'est a 
dire qu'on pourrait, £galement a gauche et a droite de l'axe F, 
faire tomber ensemble les p premieres ordonnees; ensuite les 
q ordonnees qui suivent inim&Liatement; puis les r ordon- 
nees qui suivent immediatement ces dernieres, et ainsi de 
suite. II est possible que de cette manidre on trouve des 
expressions pour 1 et des valeurs pour corr: qui, dans 
certaines circonstances, seraient preferables & toutes celles 
d£j& trouv£es. Cependant un tel proc£d£, s'il etait appliqul 
rigoureusement, necessiterait des calculs trds longs. 



CHAPITRE IV. 



JEtant donnies les longueurs de quelques abscisses et les valeurs 

de quelques coefficients numiriques qui se trouvent dans I' expression 

de Voire approximative d'une figure^ on demande de calculer 

les longueurs et les valeurs les plus avantageuses des 

abscisses et coefficients inconnus. 

§ 55. Le cas enfin peut se presenter ou Ton doit -attribuer 
a (m—p) grandeurs r p et a p coefficients B p des valeurs 
d£finies, et calculer d'apres celles-ci les m valeurs correspon- 
dantes des grandeurs r p et B p inconnues encore; en parti- 
culier quand on veut elever quelques ordonnees sur des points 
determines de la base de la figure et attacher une condition 
aux coefficients dont ces ordonnees doivent £tre accompagn£es 
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dans I 1 expression sub (21); par exemple qu'ils soient aussi 
grands que possible, on £gaux entre eux, etc. 

Puisqu'il se trouve dans les (m — 1) equations sub (49) 
m grandeurs r p et m grandeurs B p , on peut attribuer a q 
grandeurs r p et a f(m-f-l) — q] grandeurs B p1 dans cer- 
taines limites, des valeurs arbitraires et-en dlduire les autres 
(m — q) grandeurs r p et (q — 1) grandeurs B p . 

Supposons, par exemple, qu'il y ait en (49) m = 4 et que 
nous ayons donne a r x , r 2 , r 3 , B x et B % des yaleurs de*ter- 
minees, alors (49) devient 



>B 3 + rSB t =l(^J- [r, 1 B x + r 2 *2? a ], 



(82) 



d'oil 



\\^-t^B a = i(|)*— [r/J9, +r 2 'Bj\- 



et 



et J9 P peut etre re'sous d'une des equations sub (83) et apres 
2? s d'une de celles sub (82). — 

Si Ton vent encore introduire dans le calcul la condition 
que le premier terme de correction soit un minimum, il faut 
alors que 2 m grandeurs r p et B p satisfassent aux m equations 
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r t *B, + rSB % + . . . + r m *B n = 1(1)*, 
r^B l +r l ^B 1 + ... + r m *^B m -2^ 1 (±) tm ~' et 

Pour m = 4 et dans la supposition que des valours d£finies 
soient donnees a r ly r 2 , B x et 2? 2 , on doit avoir 

r t *B 9 + r t *B t -^/-[v*. + V*»]. 

5. + V^ = -J(^)'-[r. , 5 I +r,«5 a ] et 
V5, + r 4 » J B 4 -i(i) 8 -[r I 8 5 1 +r 1 »JB a + >,.]; 



r 3 



r 6 

r 3 



d'ou 



^Q) 8 ~[* ,,85,+rj8jB2+39 -]~ 

De ces deux Equations (r 3 * + r 4 a ) e * r s* r 4 2 peuvent etre 
resolues, de sorte qu'on peut trouver r 3 a et r 4 2 s£parement. 
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CHAPITRE V. 

Approximation du volume d'un solide terming par deux 
surfaces planes paraUUes entre elles. 

§ 56. Soit une des deux surfaces planes du solide indiqule 
par le »plan B" et le solide decompose en une infinite n de 
tranches d'une epaisseur A , au moyen de plans, paralleles 
au >plan B". Soit le volume de la pttme tranche =v p et le 
volume d'un cylindre droit circulaire dont la hauteur est A 
et le diametre £gal h, celui d'un cercle ayant la meme aire 
qu'une des surfaces planes limites de cette p"me tranche, 
egal a tf 9 , alors la difference v p — v' p n'est qu'une quantity 
infiniment petite par rapport a v p elle-meme. 

Nous remplacons chaque tranche, entre ses surfaces planes, 
par un tel cylindre et de^placons tous ces cylindres dans la 
direction du >plan B", jusqu'a ce que les centres de leurs 
plans limites tombent dans une ligne droite /3, perpendicu- 
laire au iplan B". 

De cette maniere un solide de revolution remplace le solide 
arbitraire, et le volume de Tun ne differe qu'infiniment peu 
du volume de l'autre. Par consequent ces deux volumes peu- 
vent etre considered com me egaux entre eux. 

Si la section de la surface courbe du solide de revolution 
avec un plan passant par la ligne /3 est une courbe dont 
l'equation repond a la serie convergente sub (19), il est clair 
qu'alors le volume du solide de revolution, ou, ce qui revient 
au meme, que le volume du solide arbitraire pent etre deduit 
approximativement des formules pour 7, developpees dans 
cette etude. 

Pour calculer approximativement le volume du solide on 
n'a qu'k rem placer, dans les expressions pour J, (y_ p + y+ p ) 
par la somme des aires des deux sections du solide avec des 
plans paralleles au plan B situes a une distance x p du point 
& partir duquel on a place les abscisses. 
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CHAPITRE VI. 

Approximation de la vaitur des integrates 
I f(x)r (j — x*).dx, I x q f(x).dx, etc. 

§ 57. Toutes les formules d6velopp£es jusqu'ici sont fondles 
sar cetie hypothdse que la courbe A B peat etre remplacee, 
avec one approximation suffisante, par une ligne parabolique. 

II arrive cependant que la fonction & int£grer ne puisse 
pas §tre representee par une ligne parabolique tandis que 
c'est bien le cas avec un des factenrs dans lesquels la fonc- 
tion peut £tre d6compos&. II arrive aussi que Tun des 
facteura soit une fonction & laquelle on ne parvient qu'en 
mesurant un grand nombre d'ordonnees, tandis qu'au contraire 
l'autre est une fonction donnee. Etc. 

Nous traiterons ici deux de ces cas. 

§ 58. Posons d'abord l'intlgrale 

I = J * / (*) V (j - x 2 \ . dx . . . . (84) 

en supposant que f(x) puisse 6tre remplac£ avec une exac- 
titude illimitle par la serie convergente 

+ ag»+8 tf* w+ * + etc. . . . (85) 

Ici Implication des formules des tables qui suivent ne 
conduirait pas a la plus grande approximation possible. 

En effet, la fonction / (x) V (7 — # 2 ) P ea * bien etre 

representee par une courbe, mais la d£riv£e de cette fonction 

devient infinie pour les valeurs limites #= — ^ et # = + k> 

de sorte que les tangentes aux points correspondants de la 
courbe sont perpendiculaires a l'axe X, ce qui ne peut pas 
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avoir lieu avec une ligne parabolique. Aussi la form ale (84), 
ne satisfaisant pas a la condition principale posle dans le 
§ 6 ? 4i^me alin^a, il est n£cessaire de transformer la fonction 
avant d'y appliquer l'approximation. 

Nous reuapla^na la ligne sub (85) par une ligne parabo- 
lique ayant 2m points de communs avec la premiere; soient 
( — x py y—p) e ^ ( x piy+p) l es coordonnees d'une couple de ces 
points, sym^triques par rapport a l'axe F, et soit l'equation 
de la seconde ligne parabolique representee par 

^{y-P + y+ p) = c + <2 x * + c 4 x * + • • • + <**-* a 3 — 2 • • • (86) 
La valeur exacte I de l'int6grale sub (84) est alors: 

I = I T |a + a 2 x 1 + . . . + a 2m a? m + 
+ aa*+9 a 3m+2 + etc. } V (^ - * 2 ) . dx = 



+ -M + fl$.+j I i V" ,+8 |/ (- -a?*) da? + etc. . . . 



(87) 



et la valeur approch£e 



i -£tN^ +f ^ 1+ "- B+ ^- i ^" i }^(i" i, *) if *™ 

^...^-^^^^^-^(i-^)^ . . . (88) 
La premiere integrate de (87) et celle de (88) ont chacune 

i /iy 1 

la valeur de ^lo] 7r= Q *> puisqu'elles repr&entent la 

surface d'un demi-cercle dont le rayon est 6gal h, la nioitil 
de l'unit£ de longueur. 

Les autres integrates peuvent etre r&luites & celle-ci, en 
vertu de la formule generate 
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En substituant ici lea limites — - et + q » on a 



d'oii pour p = 2, 4, 6, 8, etc. 



iv-^a-')*-Miv^a-")*-» , -ja) r r i 

17 ^yj^i — ^ • jj=j • • • i • i tr • i - 

r+i . .l/^Tl L 2»+1 2»-l 3 l/ly +1 l 
J_.^ +,K U-^)^ = 27+4-27qr2---6-4l4) S»! 

etc. En transportant ces r&ultats en (87) et (88) on troove 

. 1.3.. .(2 m — 5)(2m — 3) fly— x 

+ "-+4.6...(2m-5)2m Ui a *-* + 

, 1.3...(2m — 3)(2m — l) /l\ m 
+ 4.6... 2m(2«» + 2)U/' as " i " 

1.3...(2m-l H^« + lUlx^ 1 

+ 4.6...(2m + 2)(2m + 4)U / / a *«+»-r / <• J 

et 

. 1.8...(2«» — 5)(2»» — 8)/l\— * l , om 

+ -"+ 4.6...(2m-2)L U) Cf "- 4 / (90) 
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En substituant en (86) lea valours des abscisses des 2 m 
points connus de la ligne sub (85), on trouye, com me dans 
le § 13, m equations dont les coefficients c$ p peuvent etre 
exprimls dans les demi-sommes des m couples d'ordonnees 
connues. Les valeurs des coefficients substitutes en (90) con- 
duisent a une expression pour la valeur approchee de l'inW- 
grale de la forme 

+ ... + £ m . 8 - m + 8+m }(91) 
et a une de la forme 



/= 



-L 


[ *,+ B t + . 


• • + B m ] a + 


+ ■ 


\ *,"■»!+ V*a + - 


.+ x m *B m ^a 3 + 


+ ■ 


] [ * l '—B l + a*—B i + .. 


. + *». 2 " -s B m | og_j + 


+ < 


[ *,»"£,+ *% tmB i + ' 


••+ *« 2 "-S» f a »m + 


+ ■ 


\* 1 tm +*B l +af+»B % + . 


..+*» 2 * +s -B 1 .} < u« +s + 






En soustrayant (92) de (89) nous trouvons pour la cor- 
rection de I 1 'expression suivante: 



'-'-Mi 



1 — 



-( 



*.+ 



B 2 + • • • + 



+ { 



1/1 



(J) - 



-( V-»,+ V -»» + ••• + *« J £„)}a 2 + 
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l l.3...(2yn— 5)(2yn— B) /!^- 1 
+ l 4.6...(2m— 2)2m \4/ 

-(x*^*B l +x*^*B 2 + ...+x m *^*B M )}a 2m -< i + 

/ 1.3...(2yn— 5)(2m— 3)(2m— l) /l\ w _ 
+ I 4.6...(2fn— 2)2f/»(2m+2) \i) 

- (V*i + V-»a + — + *» 2m £m)}a2m + 

/ 1.3...(2m~5)(2m— 3)(2m— l)(2m+l) /l\ w+1 
+ I 4.6...(2fn— 2)2m(2m+2)(2wi+4) \4/ 

- (x*"+*B, + V+'A + • • • + ** 2w '* B «)) «*«+> + 

+ etc.] (93) 

Gette expression donne lieu h, une obseryation analogue a 
celle qui a 6te faite au § 17. En outre il est facile de voir 
aussi que des expressions pareilles a celles sub (91) -f (93) 
pour la valeur approch£e I et la difference T — I d'un grand 

nombre d'int£grales de produits Qn peuvent etre developpees 

a peu pres de la meme manidre que nous yenons de le faire 
pour Tintegrale sub (84). Une indication plus d£taill£e ne 
nous semble pas n£cessaire et nous croyons pouvoir nous 
borner a l'expression pour la valeur approchle de Tintegrale 
sub (84), dans le cas ou en (93) on aurait adopte 

B t + 2? 2 + ...-f B m =l =a 

**B t +x % *B 2 + ... + w m *B m =lfy = a 2 



(94) 



x l *^*B l +x 2 *>-*B % + ... + x m *'-*B m = 

_ 1.3. ..(2m — 5)(2tn — 3) (\\~- 1 = 

~ 4.6...(2m — 2)2m \i) * 2m ^* 

Nous repr&entons en (93) les coefficients de a 2m , a 2m+ 2i 
etc. par $% m9 3 2(n+ 2, etc. ainsi 

7 
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4.6...(2m+2)\4/ v ' ' * * 



+ ••.+ Xm* m B m ) = i im , 



1.3...(2»n+l) /1\" +1 , „„.„ „ , a u . 3 „ , 
4.6...(2»+4) [V ~ ( *« *' + *> ** + 



+ ... + X m *»+*B m ) = hm + i, 



(95) 



1.3...(4m-3)/lV— a , . „ . . ,„ . 
4.6... 4m (i) - ^ 4 -' *• + *S-° B * + 

+ . . . + tfm 4 "*" 2 -Bin) = S^m-Si 

1.8...(4m-l)/l\ 2 * , . „ , A » . 

Si on veut determiner maintenant les valeurs de x p de 
maniere qu'elles conduisent a l'approximation la plus exacte 
(voyez dans le § 24 le d£veloppement de la m£thode d'ap- 
proximation d'apres Gauss), on doit prendre en (95) i^ m = Oj 
$2m+2 = Oi ••• 34«-2 = o. On trouve facilement la m£me ex- 
pression que celle sub (29) pour q = o, et, alors, d'apres (29) 
en relation ayec (95), les equations n^cessaires pour la solu- 
tion de x p ; d'aprds (27) ou (28), en relation avec (94), une 
expression de B p pour le calcul de I d'apres (91), et en fin 
de la forinule sub (30), en relation avec celle sub (95), une 
expression pour corn. 

Dans le cas de m=3, par exemple, on trouve d'apres 
(29), en relation avec (95) pour la determination de x p 2 , les 
equations suivantes: 

£SG)'- m*+ iO)*- <- 

1.3.5.7.9 /1\» 1.3.5.7 / 1\ 4 1.3.5 /1\» _1^/1V«j =0 
4.6.8.10.12W 4.6.8.10V4/ 1 4.6.8 U/* 4.6U/ s 
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d'oil 



^-JG^-iG^-AG)' 



de sorte que les abscisses des points dont les ordonn&s 
doivent Stre mesur£es sont les racines de l'equation 



OU 



H'-in+in-a-* 



d'oii 



4*,"= 0,0495 1557... 
4. r 2 *= 0,3887 3954... 
4V=0,8117 4490... 



«, a = 0,0123 7889... 
* 2 2 = 0,0971 8489... 
x 3 % = 0,2026 8622... 



*, = 0,1112 6064... 
* 2 =0,3117 4490... 
* 3 = 0,4504 8443... 



II resulte de (27): 



jsgmg)*+* 



•n ^4 — *2 **1 "T" ~2 

' "V^VVfl, «,* - *,» 2, + 2 2 

-L- lz+2 



128 16 



V-V2i+*i 



ainsi 



128 16 \ ** ~^~ * 8 / "*" Xa * *** 
B. = — 7 5-7 — i— j «r — j 5 — , = 0,"5432 .... 



R - 128 



28~i6r« a+ ^7 + * ,1 * 8: 



#2 #2 C^l "t" ^3 ) I *i #3 



= 0,3492 . . . et 



5 3 = 1 - (B x + # a ) = 1 - 0,8925 = 0,1075 . . .; 
par consequent, en vertu de (91), 



- \* {0,5432 . y-*+y+i + 0,3493 . !Ll+l±l 



+ 



+ 0,1075 



y-3+y+ai. 



» 
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tandis qu'on trouve, d'aprea (30), (93) et (95): 

1 f 1.8.5.7.9. 11 /1\ 6 1.3.5.7.9 /1\' «. 
corr: 8 T U.6.8.10.12.14 U/ 4.6.8.10.12 W ' + 



, 1.3.5.7 (1\\ 1.3.5 /1\ 3 i _ 
+ 4.6.8.10 \l) ** ~ Ifc8 \l> 3 i ,a ~~ 

_ 1.3.5 /1\° 1 i 7.9.11 7.9 5 7_ 8 I_l _ 

4.6.8 W 8*110.12.14 10.12'4 + 10'8 64/ a,:! — 

= (2) * ' a «»' 

§ 59. Quand on veut determiner les abscisses des ordonnees 
a inesarer de telle maniere que la valeur de I de l'aire sab 
(84) se trouve en prenant le produit de la base de la figure 
et la moyenne des ordonnees a mesurer (voyez dans le § 46 
le deVeloppement de la methode d'approximation d'apres 
Hermite-Tchebichef), on a alors en vertu de (84) et (94): 



I 



,— 4I4/' 

a * 4.6 U> ' 



«.= 



*%m = 



fw.3...(2m-3)(2m-l) /l 



4.6...2m(2m+2) 



•()■• 



(96) 



Nous trouvons, com me dans le § 46, sub (70) que les x p * 
sorit les racines de l'equation 

a? 2 * — S 1 a? 2 *- 9 + 5 2 a? 2 - , - 4 — ...(— l) m S m = o 

dans laquelle 

pS p =S p _ia 2 — 5 J ,_ 9 a 4 + ...(— 1Y' 1 **, 

et que le premier terme de correction peut £tre repr6sent£, 
par exemple, par 
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_1 / 1.3...(2w»-1)(2ot+1) /1\» +1 
C °" :_ 8 T 14.6... (2ro+2) (2ro+4) \l) ~ 

- £ (*>**+* + V +S + • • • + ^» 8 - +2 ) } ai. +f . 

Pour m = I, on troure : 5, = a,, = j (7)1 P" consequent 

/1\* . . 1 

ar — I j I =: 0, ainsi x l = j , comme dans la formule de 

MacLaurin (table 5) pour la m€me yaleur de m. Puis 

COrr: = § T {ftl(i^-*« 4 l a * = © ,,,r - a *- 
Pour tw = 2, on trouve : S, = a 2 = = et S a = - {^ . = — 

— ( 2 J |=0, par consequent j? 4 — - x 1 = d'oil #, = et 

a? a = Vq = 0,35355 . . . (Voyez la table F 7 pour n = 3). 
o 

Ce r&ultat ne satisfait pas a la condition que les ordonn&s 

& mesurer auront un merae coefficient dans la formule pour 

i, puisque celle-ci deyient 

i -8 T (2-"^ _+ 2- 2 j — ie^ r + 2 — r 

cependant la formule est facile pour la pratique. 
Pour m = 3, on trouve 

par consequent 

ou 

(16^) 8 —3(16^) J H- 1,5 (16a? 2 ) — 0,5 = o 

Dans cette Equation, il y a deux racines im agin aires, d'oii 
il s'ensuit qu'il n'est pas possible d'indiquer six ordonn&s 
telles que, dans l'expression de Taire de la figure, ces ordon- 
n6es soient affectees d'un m§me coefficient, et qu'en m£me 
temps elles satisfassent aux m = S conditions sub (96). 
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§ 60. Dana le cas ou, pour une valeur de m } on ne peut 
pas satisfaire a la condition 

__ m.3...(2m — 3)(2tn — 1) /ly» 
* 2m ~ 4.6...2tw(2m-|-2) U/ 

on peut utiliser une des methodes dlveloppees dans les 
§§ 47, 48 et 49. 
On a alors 

x \ T x % +••• + *» == "4* 1 4/ ==r a 2 » 
4.4- .4 ™- 8 /1V 



M.3...(2m — 3) 



(r 



4.6... 2m 

■*1 T^ *2 I • • • l^ ^m — 

«..3...(2m — 1)/1\* 
= 4.6...(2m + 2)li/ —"•**» = **«'' 

afi m — S, a! 8 — » + 5, a*—* — . . . (— 1)» S n == o 
pS p = «,_! aj — S p -2 a 4 + . . . (— ly- 1 a tp et 

1 . 
corr: =g«-.3j„a 2w . 

Pour n» = 8 , par exemple, on trouve, en appliquant la 
me*thode du § 53: 

par consequent 



1/1\ 6 
d'od, en posant ^m=K\j) » aiusi 



corr: 



! -ft(Iv **-(«) ** 



et ** = (16* 1 )* — 3(16x l ) + 1,5 = 0: 

*! = 0, * 2 = 0,1990 5631 ... et x 3 = 0,8845 4729 .... 
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§ 61. Consid6rons en second lieu l'integrale 

r=J +i x'f(x)dx (97) 

Quand f(x) peat Stre represents, sans erreur notable, par 
la sene 

/(*) = g (}/-p + y'+r) = a o + °a ** + a 4 «* + 

+ .'. + a»m-2X*'—*-\-a SM x tm + a 2m+i x am + i + etc., 
la valear I de l'integrale peat etre representee par 

I = a f>]* xq da + a,J * **»+» dx + o 4 J * 'afi+'dx + etc. = 
? -fl\2/ ^ ? + 3\2/ ^ ? + 5\a/ ~ 1 ~ 

\2/ I} + 1 ? + 3\2/ ^ 2 + 5\2/ ^ 

+ '" + « ? + 2m-ll2/ + 

+ g + 2m + U2/ + ? + 2m+8\2/ + etc 'f- 
Soit la valear approximative de l'integrale representee par 



■ , w y-» + y+» I _ 

T • • • ~t~ n m • o" J — 



\2/ L jBi { a ° +a2 ^ 2+a4 ^ 4+ 



+ 5 2 { a O + a 2^2 2 + a A *\ + 
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-®u 



+ a2«-2*m 2 " -2 + as»*m 2 " + a»«+»*m 2 " +s + etc. j 1= 



5,+ 5,+ ...+ B m }a + 



+{*,»" +, .0,+ V+*-B a + • • • + *» 8 " + * £»}«*«+» + etc.] 
Par consequent 2' — 1= 

+ 5, + ...+ 5 M )}a + 

+ V-B» + — + *.'-»«)}«» + 

+{n^=i(s)'"" - -(-. M ^ + 

+ {^+^+1(5)" -< <"*« + 
r 1 /l\*"+ s 

+ {,-+2^—3(2) -<v-*.+ 

+ «,«-+» 5,+ . . . + * m 9 -+ 9 i? m )}a2» + .+ etc.] 
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Posons 

•^i+ •#» + ••• + -S» = 



9 + 1 ' 



^H.^-^ + .-. + ^fl.-rir^) 



De ces Equations nous trourons d'aprds (27) 



-B.= 



1 /i\*"~ 2 1 f 1 ^"* 4- 

m — 1\2J a + 2m- 8\2/ S * + 



_j + 2w» — 1\2/ q + 



1 /l\ s *-« 1 

+ iTI=»(i> l.-(-l)^ rn «^. 

+V—'2.--(-i)- l s^. ' l ' 

Pais nous posons 

? -ri+3 UP - (>*' * + ^ B > + • • • + 

de sorte qae nous arons, comme en (29), pour calculer les 
abscisses qui donnent une exactitude maximum, les m equations 
suivantes : 
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2 a 



£ + 2ro+l q + 2m — 1 

-— gO s + ...| — lj 

2* 



S i + ? + 2 m-3 5j ~ 



1 



lit OSm 

* o > 

~"T~T °m — *»«• 



= 



$ + 



2* 



j + 2m + 3 + 2m +1 
- ? + 2m-3 53 ~ f ""-(- 1 ) 



? + 2m-l 52 



m 2 2w 

2 + 3 



= 



q + 4m — 1 q -f- 4m ■ 
— -^S 3 + . . .(^ 



9 + 4m 
et enfin 



3 



«,+ 



y + 4m — 5 2 



2 2 » 



? + 2m — 1 



S OT = 34» = 



(99) 



+ 



oorr: ^(s) 
2* 



n?+4w 



2» 



«,+ 



2+ 4m 



__5 a -...(-lj 



y -f- 4m +1 q + 4m — 1 

92m \ 

g +2 W +i M - • • • (100) 



En r£solvant les grandeurs S p d'apres (99), on trouye que 
les m inconnues x p 2 sont les racines de l'equation 

j* — s, **»-» + s 2 a 3 *- 4 — . . . ( - 1 ) ro S OT = 



dans laquelle 



/iy m g + 2m — 1 



*-(*)"• 



s,= 



q-\- 4w» — 1 ' 

m— 1 j-f-2m — 3 
2 * y + 4m — 3 
/1\» m-2 g4-2m — 5 
\2/ ' 3 'q + 4m — 5 



.5,; 
.5,; 



(101) 



<? -t 1 ? X _1±1_ SL 
* B_ \2' * m -^+2^+1 

Si Ton pose 9=0, on retrouve les formules de quadrature 
d'apres Gauss que nous avons developpe*es dans le § 24. 
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§ 62. Poor 9 = 1 l'mtegrale sub (97) devient 

r = J +T xf(x) da 

et les formules (98), (100) et (101) deviennent 

2ml 2/ 2m-2 I 2/ ' + 

+ 2^4(2) *»-•••(-!) 2 2 - 1 
+ *,*»- • 2, - . . . ( - 1)"" 1 2^! 

/l\*»+ij 1 2» , 2* „ 

corr: -(l) {5ST-2-Si x » + 5S=5 2 «- 



_...(-l)--?^-* \ 



2m + 2 ^M*"' 



et 



**•- S, *'— 2 + S, * 2 — 4 — ...(- l) w S m = 



ou 



^ ~l2/ * 1 * 4m _ \2/ ' l*2m' 

q -fl\" ?Ld 2ro ~ 2 « -f 1 ? m ~ 1 w> - 1 e 

0l ~\2' ' 2 'im^2 1_ V2.' * ~2~ ' 2m^T * *»' 



_/l\" m-2 2m -4 _/l\* m-2 m-2 
i>t ~\2) ' 3 , 4m=4^"~V2/ ' ~S~ ' 2m-2 ' * a ' 



's 



5m ~ ' 2) * m ' m+1 ' Sm ~ 1 ' 



<+ 
On trouve, pour m = 3 : 



5„ = 



4?p #p i*l "T" i* 



2 



corr:= l2) {n-T2 £ ' + io^-8' £s r» et 

, 13 13, 1 1 _ 

X 4'2 X_h l6-5* 64 ' 20 ~ U 



ou 
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M'-iM'+IM-A-o 



d'oit 



4 a;, 2 = 0,1127 0107... «,* = 0,028 17527... *, = 0,1678 55... 
4* 2 1==( >,5, «,* — 0,125 * a =0,S535 53... 

4 * 3 2 = 0,8872 9893... x 3 2 = 0,2218 2473 .. . ar 3 = 0,4709 83... 



pais 



6(2) "4(2) K + ^) + 2^ x = 



2 

3 * 4 -v<*. , +« l »>+v*i 1 36 ' e 

-_ 6-(g) 4 — UgV^' + ^+^'^ .S 
ainsi, puisque 

+ ^>m- 2 1 » 

^=-j^|5(y_i + y + i) + 8(y_ 9 + y +9 ) + 5 (y-3+y + 3)}. 

L'int£grale sub (97) est an cas particulier de la suiyante 

T=\ i T {a +a i x + a 2 x 2 + ...+a m x m )f(x)dx 
J — J 

dont la valeur approximative est facile a calculer a present. 
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CHAP1TRE VII. 

Dtiyeloppement des formules d'approximation de 

Stirling:, Enler, etc. 

Formules de Stirling. 

§ 63. II me parait int£ressant, au point de vue historique, 
de tirer quelquee formules par un proc6de different de ceox 
employes dans les chapitres precedents. 

Soit, fig. 4, A x B x une courbe arbitraire, dont les coor- 
donn6es de 2p points sont connues. Nous supposerons uni- 
quement que ces points se trouvent deux a deux a des 
distances 6gales de l'axe Y, flev6 au milieu de la base A B 
de la figure A ABB, dont nous allons calculer l'aire ap- 
proximative. Soit la base A B' 6gale a 27. Nous trains une 
ligne parabolique par les 2p points connus; soient ( — x x , y_i) 
et (a?,, y 4 i); (— x 2 , y_ 8 ) et (x 2 , y+a);... (— x p , y- 9 ) et 
(x p , y+j,)» les coordonn£es de ces points; et soit y =/(#) = 
= o + a, x + a 2 * 2 ~h a 3 x * + • • • + a 2ji-i # 8,, "~ 1 liquation de la 
ligne parabolique qui passe par les 2p points connus. 

Les coordonn£es des points connus donnent lieu aux 2p 
6galit£s suivantes 

y_i = a — a l x l -}-a 2 x l i — a i x t z + . , . — a 2p -\X l % P-' 1 , 

y+i = a Q + «!*,+ a 2 x t 2 + a s x t 9 -f . . . + a 2j ,-i V"" 1 » 

y-9 = «o — a i *a -h a 2*3 2 — a s a? 2 3 + ««« — <Hp-iX2 2p ~~ l * 

etc. En additionnant la 1*" £galit£ a la 2*«; la 3^*e a la 
4^me ; e tc. on obtient les p £galit£s: 

g(y-i +y+i) = a + a 2*i* + «4 V + • • • + a*,-**, 21 ""*) 

2 (y- 2 + y + ») = fl + fl 2 *2 * + °4 *2 * + • • • + *» P -3 *1 § ' " 2 f 

etc., avec les p inconnues a , a 2 , a 4 ,...Off_s, qui peuvent 
en etre tiroes ais£ment et exprim£es dans les valeurs x q 
et y^ q connues. Les expressions pour a* q avec les indices 
pairs nous suffisent, parce que, com me il paraitra tantdt, 
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celles avec les indices impairs ne sont pas necessaires pour 
le calcul de l'aire approximative de la figure A' ABB'. 

En exprimant a , a 2 , ... a 2p _ 2 ©n & q et y^ g , successi- 
vement pour p=2, 3 et 4, nous verrons a la fin du § 
suivant que ces expressions, pour des valeurs plus elev£es 
que p = 4, peuvent etre r£dig£es directement. 

§ 64. Nous calculons l'aire de la figure A ABB' des deux 
manieres suivantes: 

Suivant la premiere maniere, nous supposons que l'aire 
approximative I t est limine par la ligne parabolique qui 
passe par seulement 2 m points conn us, tn £tant plus petit 
que p, c'est a dire par les points ( — x x , y_i) et (x t , y x )) 
(— x 2 , y_ 2 ) et (# 2 , y 2 ); ...(— x m , y_ w ) et (x mJ y m ). 

Soit y = o + a i' :P + a 2* 2 "i' ••• + a 8»-i d* 2 "*" 1 l'^qaation de 
cette ligne. On a alors 

Jj = I )a + aj # -f a 2 # 2 + . . . -|- aj,*—! « 2, *~ 1 ( dx= 

-^ + h(l?) 1 +-+SS=l*-(5 H )'""l- 

Suivant la seconde maniere, l'aire approximative 7 2 de la 
figure est suppos£e HmitSe par la ligne parabolique passant 
par tous les points connus ( — x x , y_i) et (x lf y,) jusqu'& 

( — *pi y-j>) e* («p. y*) inclusivement; on a alors (M: 
I 2 = H j«' + - a' a (^ H) + . . . + 2^Z1 a '^-*(2 *) ' }• 

En soastrayant 7, de 7 2 , la difference J, — ij donne, d'apres 
Stirling, la correction on le terme auziliaire pour I, ainsi 

corr: = /jj(a' — o ) + g(a' a — a 2 )^ HJ + .. . + 

1 /l \»»-» 

+ 2^=1 (a ' 8 — ' ~" atm - i) \2 H ) + 

+ 2^+I a ' 2 -(2 fl ) + 2^r8 a ' !>+, (2 5 ) +- + 

2p— » 



1 /l \ 2 P-») 

+ 2^=i as '- 8 V2 jff J J 



Ill 

§ 65. Supposons, par exemple, que /? = m-|-l. On a alors 
pour m = 2: 

V =a + a i x + a i * 2 + a 3 * 3 t 

Vi — <*'o "T <* 'l x + a 2 ** "h a 3 X * + 'i ^* + a \ ^ 5 e * 

corr: = J &{(a' -a ) + |(«' 2 -a 2 )(I^) 1 + la' 4 (l) 4 }. 

En exprimant les valeurs de <z' , a , a' 2 , a 2 , etc. dans 
les donn£es et en substituant ces valeurs dans l'expression 
pour corr:, on trouve, en posant x^=r p H: 

corr: = le produit de 
et 

j y-g + y+s . y-s + y+g . y-i +y+i ) 

Pour *n = 3 on aura: 
c o r r : = le produit de 

+ Ki)'(V + V+V)-i(i) t } 

et 



i 



#-*+y+4 j y- 3 +y+ 3 , 



j y, 2 + y + 2 , y_i+y +1 

' /- 2 _ 2\/_ 2 .» 2\/-. 2 -. 2\ l 



r 3 r l i 



Pour *n = 4 on aura: 
c o r r : = le produit de 

"} (J) # ^ + '•' + '•• + ^ + J(5)l 
et 



i 
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y-t + y+« , 

(V- V) (V - V) (V - V) (V - «■.*) ~ r 

. y-*+y+* . 

_i y-» + y+3 , 

^ (V - V) (r s a - r 4 ») (r,» - r a *) (r s a - r,») ^ 

i y-»+y+» i 

^ (V - VXV - * t *W—*,*W - V) 

j y-i + y+i ) 

^ (», a - *,*)(*, * - * 4 »x«, * - *,*)(*, » - *,»)(• 

II est facile maintenant de trouver directement les expres- 
sions des corrections pour des valeurs plus eleve'ee que m = 4. 

II y a lieu d'observer encore que, d'aprds l'£tude que nous 
venons de faire, on obtient pour I t et B p les memes expres- 
sions que celles trouv^es deja sub (21) et (27). 

§ 66. En calculant l'aire approximative de la figure et le 
terme auxiliaire qui y appartient d'aprds la m£thode de 
Stirling, la base -4' i? est divis6e en un nombre pair 2 (m— 1) 

de parties 6gales = ^ r- = h, les abscisses — x x et + x x 

2t (m — 1 ) 

sont £gales a ze>o, de nianiere que les deux ordonneee du 
milieu tombent Tune sur l'autre dans l'axe Y y de sorte 
qu'elles ne forment qu'une seule or donate a mesurer; les 
ordonne'es y_« et y+ M se trouvent respectivement dans A A 
et B' B et les ordonne'es auxiliaires y-(»+i) et y+( m +i) sont 

eloigners de Taxe Y a la distance de f^ H-\- h). 

Prenons, comme exemple de la maniere suivie par Stirling 
pour calculer le terme auxiliaire, le cas de m = 2 ; ainsi 

n = 2m — 1 = 3, on a alors r t = 0, r a =^et r 8 = l, par 
consequent 

»-■ -f{-i(J) , (i) , +{(j)ijt±±p + 



1RT ^T ! ' 
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et Ton trouve 

corr: = - jg^- <6 y t - 4 (y_ 2 + t/ +2 ) + (t/_ 3 + y +3 )|. 

Les termes auxiliaires, suivant Stirling, pour m = 2, 8, 4 
et 5 figurent dans la table «7, qui se trouve ci-apres. En 
comparant les termes de la table J et ceux donnes par 
Stirling, on trouve que, pour rendre Implication plus facile, 
Stirling a remplace les coefficients 

2 1 729 1 296 1 

et 



945 472,5 ' 680400 988,3 467775 1580,3 
1 1,1 

P ar TnK > noA et 



470 ' 980 1600 # 

Formules <T Baler. 

§ 67. Posons d'abord, fig. 1, A! B' = H\ divisons cette 
ligne en (n— 1) parties egales = A, et £levons sur les points 
de division et les points extremes A et B les ordonnees y n 
#2> •••#>*, que nous supposons connues. Ainsi, par ces n 
ordonnees, la figure est partage'e en (n —1) bandes de meme 
largeur. 

Soient les distances de l'axe Y O a la premidre et a la 
dernidre ordonn£e de la figure respectivement egales a a et 6. 

Nous adoptons la distance de l'ordonnee y, a l'ordonn£e 
variable y comrae la variable* independante x y et representons 
Fequation de la courbe A B, rapport£e aux axes des coordon- 
nees perpendiculaires entre eux O X et Y, fig. 1, par 

y =/(<* + *). 

D&erminons prenrierement l'aire f l =i ydx = I f{a-\-x)dx 

de la premiere bande, c'est a dire de la bande qui se trouve 
entre les ordonnees y, et y 2 ; puis l'aire i 2 de la deuxieme 
bande, et ainsi de suite, pour en deduire, par l'addition de 
toutes les bandes, Taire T de la figure entiere. 

Si nous posons, conforme'ment aux indications de la figure, 
x = h — z, il requite 

f(a + x) =f(a + h — z) et dx = — dz. 

8 
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On a, pour x = o:z = h et pour z = h : z = o, done 

,= I /(a + ^)^ = I /( a "f" * ~" *)• — dz = 

= ]f{a + h-z)dz . . . (102) 



{ 



La s&ie de Taylor est 



x . , . . a? 2 ,. , . . a? 3 



/(a4-x)=/(a)+ I / I (a)+ T 2-/ a (a)+ TX ^/ 3 (a)+...(103) 
et aassi 



,2 



/(a + *-*) = /(a + *)- r / 1 (a + *)+- -/ 1 (a + A)- 



,3 



- jj^g /,(« + *)+ - • • 004) 

En mnltipliant (103) par dx et (104) par dz et en integrant, 
la formule sub (102) donne 

et 

» , 'i = l/(« + *)--S-/i (« + *)+ 1^8 /»(« + *>- 

et en additionnant les deux dernieres egalit£s, on a 

2*", = j- {/(a + A) +/(o)} + j^g- {/, (a + A) +/ 2 (a)} + 

.••-o{/i(«+*)-/i(«)}- I ^ i {/,(«+*)-/,(a)}-.a06) 



§ 68. Si Ton determine de la meme manure l'aire des 
bandes suivantes, on trouve, en additionnant: 
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r = \ (2*, + 2t* 2 + 2t% + . . . + 2 «'„_,) = 
* {/(*)+/(«+ *) +/(a+2 A) + ...+f(a + Z-Th)\ - 

+ J A* {/»(«)+/,(«+*)+/, («+2A)+. . .+/ 2 (a+^l A)} - 
- 1 A s {/ a (a)+/ a (a+^^TA)} +i A* {/, (a)- /,(a+^=TA)} + 
-^^{f t (a)-\-f i (a+h)+Ma+2h)+...+f i (a-U=lh)}- 

+ etc. 
Quand on pose h = a, fl = 1 et 
/(a) = J, /(a + A)=^',/(a+2A)=^",.../(a+^lA)=X, 
/, (a) = B et /, (a +n-l A) =P; 

/. («) =W a («+*)= C',/ a (a+2 A) =C", . . ./, (a+n-1 A) =Q, 
/, (a) = 2? et f t (a+n- 1A)=.R; 

/ 4 (a) = ^,/ 4 (a + A) = E\ / 4 (a+ 2 A) =E", . . . f t (a +n-_l A) = 5, 
/ 5 (a) = Fet / 5 (a+n-lA)=T; 

l'expression pour T devient 

+ i *»(.B-P) + 

+ iSo* 6(Ji, - 2!,+ - (106) 

Ceci est ane formale d'Euler, dans la forme oh la donne 
ce c&ebre mathematicien. 
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§ 69. L'expression pour i x sab (105) peat etre simplifies 
de la maniere suivante: 

Si noas posons en (103) x = A et en (104) z = A , noas 
trouvons 

f(a + h) = f(a) + lf i {a) + ^f i (a) + T ^f s {a)+-.{m 
et 

f(«) = /(« + *)_J/;(« + A) + -$L/;(« + A)_ 

-r^3^ (a+A)+ --- (108) 

et en additionnant (107) et (108): 

- o{^(«+A)+/i(a)}+ I ^ 1 [f i (a+h)+(f i (a)}+..(109) 
Poar abrlger, repr&entons 

/,(«+*)+/;(«) p ar p * et m«+*)-m«) pw q* 

alors (105) et (109) deviennent 

A A 3 A 5 

2i 'i = l P o + n273 P * + i .2.3 .4. 5 P4 + '••■ 

A 2 A 4 A 6 

# ' ' ' ~ ITS Ql ~ 1.2.3.4 Qs ~1.2.3.4.5.6 Gb--(UO) 

et 

I Ql +1T2T3 . Q8+ r727sT4T5 Q * + ' • • = 

A 2 A 4 A 6 

= r72 P2 + 1.2.3.4 jP4 + 1.2.3.4.5.6 jP ° + ,#,(111) 

En substituant la valeur de P 1 de (111) dans liquation 
(110), celle-ci devient 
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2t " 1== I P ° + (5~3/l.2.3.4 P * + 

I /I 1\ »' p 4. 

M7 3/1.2.3.4.5.6 6 ^~ 

* ' ' ' + (s ~" 2/T Q « + (s ~~ 4/ TTO Qt + 

^\8 6/1.2.8.4.5^^ 

Si Ton applique I'op&ation qui conduisait a (111), aux 
p\ime* d&ivees de (107) et (108) au lieu de l'appliquer a 
ces fonctions elles-memes, il resulte 

A* h* h 6 

= P ' +1 + 1.2.8.4 P ' +3+ 1.2.8.4.5.6 P ' +B+ " (ll2) 

ce qui prouve qu'en (111) on pent de part et d'autre augmen- 
ter les indices arbitrairement, pourvu que les indices de P 
8oient augments autant que ceux de Q. 

Quand on augmente de 2 tons les indices en (111), on 
ramene regality & celle-ci 

I Q3 + r278 (25 + 1.2.3.4.5 (27+ = 

A* A 4 A 

1.2 4t 1.2.8.4 et 1.2,8,4,5.6 8t ' 

ce qui fournit le moyen d'lliminer P 4 . 

On voit, en 6liminant P p+1 d'aprds (112) que la grandeur 
Q p se pr&ente encore, mais non plus une grandeur Q ayant 
un indice inf&rieur a p, de sorte que, & chaque elimination, 
un coefficient num£rique d'un Q reste constant dans la suite. 

Si Ton pousse assez loin l'£limination des termes P p+ i, on 
trouve pour l'aire de la premiere bande: 

*",=|{/(a4-*) + / , (a)}+* a A a {/i(a + A)-/ , 1 (a)}+ 

+ •« A* if, (« + *) -/, («)l + etc. 
oa 
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*'. = \ P + *** Ql + *4 ** <3 9 + «6 * 6 Q 9 + *8 A 8 ft + 

+ «,oA , ° Qi + «u* 11 Q„ +•,«*" Q„ + eto... (118) 
P <5taut 6gal a fla + *)+/(«) J Q P = f P (a + A) - /„ (a) ; 



"» 12'"* 720'" 0- 8 0240' * 8— 120 9600 ; 

1 _ 691 
" 10 4790 0160' * 12 1 3076 7436 8000 ; 

* u = - 747 2424 9600 ; etc ' 

Nous trouvons d'apres (113) pour les aires dee bandes 
suivantes : 

_A 
i 



t 



= ^{/K« + 2*)+/(a + *)} + *, **{/,(«+ 2*)- /,(«+*)} + 

+ * 4 h*\f 3 (a + 2 A) -/, (a + A)} + etc. 

*",=!{/(« + 3A)+/(a+2A)} + •, A*{/ I (a+8A)-/ 1 (a+2A)} + 
•Vi =» g {/(a + i^l A) + /(a + ^=2 A)} + 



+ * 1 AM/ , 1 (a + n-lA)-/ 1 (a + «-2A)I + 

+ *4 A * l/» (a + f^T A) — /, (a + i^2 A)? + etc. , 
et en additionnant 

i' = |{/ ? («) + 2/(a + A) + 2/(a + 2A)+...+ 

+ 2/(o + »T^2 A) + f(a + ^1 A) } + 



+ « 4 A» |/, (a + n- 1 A)-/, (a) J + 



+ «4**f/; (« + «-!*) — /,(«)! + 



+ «. A° I/i (« + n - 1 A) -/„ (a)} + 



+ * 8 A 8 £A(a + n-lA) -M«)J +etc.; 
ou parce que 
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(n-l)h = H; h=^i A«) = y,; f(a + h) = y 2 ; 

/(a + 2A)=y s ; . . . . f(a-\-n—lh)=y n eta-f n — lh = b; 
et en posant F p poor \f p (b) — f p (a)}, on a 

+ *"(t^iY F » + ^^iT F » + +(£[Y F » + - (114) 

Ceci est de meme une formule d'approximation d'Euler. 
Elle suppose que toutes les bandes, dans lesquelles la figure 
est divis^e, ont la meme largeur et que les ordonn£es extremes 
de chacune de ces bandes sont connues. 

Miihode dee trapezes. 

§ 70. En (114) la correction est exprim£e en fonction des 
quotients differentials d'ordre impair, & commencer par le 
premier. (Voyez le § 82). 

Si Ton supprime en (114) les termes de correction, on 
retroure pour l'aire approximative de la figure la formule sub (1). 

Premiere formule de MacLaurlB. 

§ 71. MacLaurin a deriv6 de la formule d'Euler sub (114) 
deux autres formules (nommfes la premiere et la seconde 
formule de MacLaurin) dans lesquelles, pour un meme nombre 
de n, la valeur de corr: est plus petite que celle de la 
formule sub (114). 

MacLaurin ne met d'abord en compte que les deux ordon- 
nles extremes de la figure, c'est a dire qu'il repr&ente la 
figure comme une seule bande, et trouve d'aprds (114), 
puisqu'alors n = 2 : 

+ * 10 H"F 9 +* ll H»F u +* lt H»F l3 + .(m) 
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II soustrait cette 6galit6 de (n— l) 1 fois (114) et obtient alors 

1 = 2n(f-2) { (w "' 2)(yi+y ' ,)+2(w ~ l Xy.+y.+y«+...-t^-i)} - 

1 „ m P (»-!)'+ 1 . mP 

- (n-l) 8 +(n-l)-+(«-l)»+l ^ j ^ . . . (116) 

(n— 1) 

On Yoit que cette formule, nomm^e la premidre formule 
de MacLaurin, ne contient pas le terme de correction qui 
est affecte de « a ; il en resulte qu'en sapprimant tous les 
termes de correction, anssi bien en (114) qu'en (116), la 
formule qui reste de (116) est plus exacte que celle qui 
reste de (114). fVoyez la formule sub (5)}. 

Formule de &fmp»OB. 

§ 72. Si Ton pose en (116) n = 3 et la distance de deux 
ordonn6es a mesurer qui se suivent immediatement = A, on 
trouve 

r = |{j /l +4y 2 + y 3 }-4^^{/3(a + 2A)-/3(a)}- 

-20* A 6 I/ 5 (a+2A)-/ 5 (a)}-84^ 8 A 8 {/ 7 (a+2A)-/ 7 (a)}-.(117) 

En divisant la base A B de la figure, comme dans le § 4, 
en 2m parties £gales = A, ainsi la figure en 2m bandes et 
en repr&entant les aires des bandes successivement par t lJ 
*n • • • *"fi-i» on a d'aprds (117): 

t v , + i , 2 = |{y, + 4y 2 + y s }-4* 4 A*{/ 3 (a + 2A)-/ s (a)}- 

-20* 6 A«f/ s (a+2A)-/ 8 (a)J- , 

i' J + i'4 = |{y3 + 4j/4+y5}-4* 4 A 4 {/,(a+4A)-/ s (a+2A)}- 
-20* 6 A"i/ 9 (a + 4A)-/ 5 (o + 2A)J- 
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- 20 * 6 A |/ 5 (a + 2m.h) ~/ 5 (a + 2m-2 h)} - 

d'oA Ton trouve 

J ~ s l^ 1 +2**+^ + 2 ^ +#H hys«-i) + 

-rra ••*•*;-.... (H8) 



(2m) ( 

Si en (118) on supprime les termes de correction, il reste 
la form ale d'approximation de Simpson sub (2;. fVoyez la 
formule a la fin du §8]. 

Formule de Newton. 

§ 73. Pour quatre ordonnles a mesurer, on trouve, en 
posant en (116) n = 4, 

91 

« 8 fl 8 i?;- .... (ii9) 
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En supprimant les termes de correction, il reste la formule 
d'approximation a laquelle on a donn£ le nom de formule 
de Newton. 

Formule de Cotes. 

§ 74. Cinq ordonn£es a mesurer donnent lieu au d£velop- 
pement suivant: 

II r£sulte de (118) que si Ton ne met en compte que les 
deux ordonnees extremes y l et y 5 avec l'ordonn£e du milieu 

y s> puisqu'alors dans (118) h est 6gal a- H et *n = l: 
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21 ft** 

_ g „ 8 a- *; - ^* , l0 ff» *; (120) 

Si cependant on met en compte les cinq ordonnees, (116) 
donne pour n = 5, apres avoir multiplie les deux membres 
de l'equation par 4: 

4 1 = g {l2y, + 32y 2 + 32y, + 82 y 4 + 12y s } - 

1 I7 O7Q 

- i--**- H «. a**.- I55T •.*•*- 

4369 « 10 J5P*' 9 - (121) 



16384 



Si Ton retranche membre a membre les Equations (120) 
et (121), le terme avec » i s'evanouit et Ton obtient apres 
division par 3, l'equation 

dont la premiere partie du second membre est connue sous 
le nom de formule d'approximation de Cotes. {Voyez la 
formule sub (11)}. 

Quand on substitue en (122) les valeurs de * 6 , * 8 , a 10 et 
« 12 , on trouve dans l'expression pour la correction les memes 
coefficients que ceux dans la formule sub (46). 

§ 75. Le cas ou l'aire de la figure doit etre exprime*e en 
six ordonnees a mesurer exige d£ja un calcul assez 6tendu. 
Voici un de>eloppement de la formule: 

1°. En appliquant la formule (116) pour n = 6, on trouve 

i , = ^{20(y l +j, 6 ) + 50(y 2 + y 5 ) + 50(y3+y 4 )}- 
~2hcc^\f s (a + hh)-f z (d)\- 



2^=os{a«(y 1 +y e ) + 909(y 1 +».) + 644(y I +y 4 )}- 
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2°. Si Ton applique la formula (122) auz quatre premieres, 
ensuite aux quatre dernieree bandes, et puis la formule (119) 
aux trois bandes du milieu, on trouve 

i* = 3^{ll2(y, +y.) + 489(y 1 + y 5 ) + 299(y, + y 4 )} + 

-M*)\ + 154* 6 A° |/i(a + 4*)- /i(a + *)I + 

3°. L'application des formules sab (117), (119) et (122) 
donne 

A 
360 

-9« 4 AM/i(a+5A)-/ J (a)J +4* 4 A*f/, (a+4A)-/,(a+A)J- 

_5« 4 AM/j(a + 8A)-/-,(a + 2A)J- 

-26* 4 A« I/i(a + 5A)-/ 8 (a)| + 

+ 84 « 6 A 6 {/ 5 (a + * A) - /•, (a + A)J - 

-70« 8 A 6 {/ 5 (a + 8A)-/ 9 (a + 2A)J + ... 

4°. En additionnant lea aires des bandes de la maniere 
suivante : 

Wt + *"a + * ») + (»'4 + *" 5 )} + K, + 1*,) + (»*, + *\ + 1\)\ . 
on trouve 

2J'=g^{255(j /l +j, 6 ) + 885<-t, 2 +y 5 ) + 660(y s +y4)}- 

- 13 * 4 A* if, (a + 5 k) - /, (a) J - 

-5* 4 AM/j(« + 3/0-f,(« + 2A)}- 

- 110 * A 6 I/-, (a + 5 A) - U (a)} - 
-70* 6 A 6 |/ 8 (a + 8A)-/ 5 (a + 2A)}- 

Qaant aux equations sub 1°. -J- 4°., les trois termes de 
correction avec « 4 en peuvent etre ecartes, de sorte qu'il restc 

I= m 1 19 & +^o) + 75 (y, + y 8 ) + 50 (y, + y 4 )} + 

_ 35 {/ 5 (a + 4A) -/,(<» + *)}]-••.. 



'4 

I 

I 
I 
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On trouve ensuite d'apres 

y = A + A t x + A 2 x* + A 3 x 3 -)rA t x l + : 

/ , 5 (a + 4A)-/' 5 (a + A)=2.8.4.5.6.4 (3A) + 

4-3.4.5.6.7^ T (6A+15A»)+... 
et 

/ 5 (a + 5A)-/ s (a)=2.3.4.5.6J (5A) + 

+ 3.4.5.6.7^,(10A + 25A*) + ... 
par consequent 

36ir B (a + 4A)-/»(« + A)!=2lI/;(a + 5A)-/ 8 («)| 
done 

i'=2^{l9(y I +y )rf75(y 2 + y 9 ) + 50(y s +y 4 )} + 

§ 76. Quand on suppose qu'il y a sept ordonnees connues, 
on trouve dans les formules (116), (117) et (119) trois 
Equations d'ofi les termes avec a 4 et « 6 peuvent etre ecartes, 
de sorte qu'il reste 

i ' = ^l 4l(y ' +y ' )+216(y4+y8)+270 ' s+y5)+272y *l~ 



-iSe^W-^w} — • 



§ 77. En continuant ainsi on pourrait trouver toutes les 
formules de la table A; mais les calculs se compliquent de 
plus en plus pour des valeurs plus grandes que n = 7. Cette 
question peut etre traitee d'une maniere plus rapide en appli- 
quant la methode developp^e dans le § 32. 

Formules dont les termes de correction peuvent etre calculus 

plus fadlement que ceux qui appartiennent aux formules de 

Newton-Cotes, IfacLaurln et Gauss. 

§ 78. Les formules developpees dans ce chapitre donnent 
lieu a d'autres formules qui, lorsqu'on se sert de termes de 
correction, conduisent plus facilement au but et qui donnent 
en meme temps un resultat un peu plus exact. 
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En additionnant, par exemple, (115) au quadruple de (117), 
on trouve 

- L^&F,- (128) 

Soit qu'on se serve d'un terme seulement, soit de deux 
ou de plus de deux termes de correction, la formule (123) 
est plus exacte et plus facile dans le calcul que celle sub (120). 

Si Ton applique la formule sub (123) a ^approximation 
de l'intlgrale du § 22, on a, en tragant l'axe Y au milieu 
de la base de la figure: 

1 A i. 1 a 1 2 * 1 

*i = -"2' ** = et*3=2' donc yi=8' y j = 17 ety3= 9 ; 

ensuite 

par consequent 

1 = 8^ i 7 <* +ys) + 16y 4 = °' 1178 3769 ° 632 * • ' 

+ F *a -^1 = - 0,0000 5465 5350 . . . 

done I = 0,1177 8303 5282 . . . 
On a trouve dans le § 33 : I = 0,1177 8303 5936... 

0,2355 6607 1218... 

la moyenne est 1= 0,1177 8303 5609... 

La valeur exacte de l'intfgrale est = 0,1177 8303 5656... 

1 fi 

§ 79. En multipliant (122) par 64 et(117)par-=- on trouve 

o 

/ =g? {31^+^ + 128 (y 2 +y 4 ) + 60y 3 j - 1^^^ + 

+ ±k s H»F 1 +. . . . (124) 
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La 8omme des produits de 16 fois (117) et 5 fois (115) donne 

-l* 8 fl^ 7 - . . . (125) 
et en additionnant le quadruple de (124) a (125) on trouve 
J '=l5o j 217 (yi+y 5 ) + 512 (y 2 + y 4 ) + 432y 3 } + 

+ k"* H1Fi + mz** B * F ' + 

Etc. 

Au reste, dans chaque cas particulier, on devra examiner 
quelle formule ou quelle combinaison de formules meVite la 
pre'fe'rence pour le but qu'on a en vue. 



fteconde formule de IfacLaurln. 

§ 80. Au moyen de (114) nous exprimons l'aire de la 
premiere bande de la figure de deux manidres. 

Soient, de cette bande : l'aire = i x ; la largeur = h ; lee 
ordonnees extremes = y x et y 2 , et l'ordonne'e me'diane = y\ , 
alors (114) donne pour n=3: 

+ "+» {/.(a+A)-/,(a)} -£ A« {/ 8 (a+ A) -/,(«)} +.(126) 
tandis que (115) donne 

*"', = | (y. + jr.) 4 • « A 2 1/, (a + *) -/, (a)J + 

+ « 4 * 4 f /> (« + *)" /i («)! + «. * G f /» (« +■ *) - /« («)! + • • (127) 
En soustrayant (127) da double de (126) on a 

•". = h y\ - 1 ** a 2 {/i (« + *) -/, («)} - 

- ^«* **{/.(«+*)- /,(«)}- |g«.* {/»(«+*)-/a(a)}-.(128) 
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Dans la formule (128), les ordonnees extremes y l et y 2 ne 
se trouvent plus ; on y rencontre seulement l'ordonnle m£diane, 
ainsi, celle-ci est la seule qu'on doit connaitre. Par consequent si 
on suppose que la figure est partagee en (n— 1) bandes de 
meme largeur, dont on connatt la longueur des ordonnees 
du milieu y\, y\, . . .y'u—\t on peut alors appliquer & chaque 
*bande la formule sub (128). Ainsi on trouve: 

*" a = Ay' 2 - j •!*'{/. (« + a*) -/,(« + *)} - 

— I •* **{/• («+ 2*) "/a (a + *)} - . . . 
*,- Ay' S -^' a *'{/,(« + 8A)-/ 1 (a + 2*)} - 

-|«4* 4 {/3(« + 3A)-/3(« + 2A)}-... 

tVi = Ay'^i - 5 •. ** {/. (a+'5^TA)-/ 1 (a+'^2A)} - 
- §■«* ** {/, (« +"^ =r l *) -/. (a + ^2A)} 
et puisqae (n— l)h = H et A = . , 

v — n y'i + y'» + y'3 + • • • + y'*- 1 _ 1 * / H V *> — 

-^.(^r)^-S-.(^)'-.--<-> 

Cette formule s'appelle la seconde formule de MacLaurin. 
En supprimant en (129) les termes de correction, il reste 
la formule d'approximation 

I= g y\ + y * + y'a + • • • + y *- 2 + y — * 

n— 1 ' 

qui exige une ordonnle de moins que la formule sub (1); 
cependant elle est plus exacte et aussi plus simple dans 
l'application. 
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§ 81. Si Ton ne mesure qu'une ordonn£e, alors on a dans 
la formule (129) n = 2 et cette formule se change en 

T=Hy\ -\^H i F,-\ * t H*F s - g «,fl«J, - 

Pour deux ordonn£es, n £tant alors egal a 3, la formule 
devient 

31 



2048 *• H ° F > ~ 



Pour trois ordonnees on trouve 



r=j {3^+2/3)4-2^}+ 1« 4 b*f % + 



+ ™^'.+ 
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1296 

Etc. Avec des valeurs plus grandes que n = 6, les calculs 
deviennent extremement compliqu6s. 



Formule generale dont peuvent etre dirwies les formules 

d' approximation de Gauss 6t d'autres semblables, dont la valeur 

dee termes de correction est un minimum. 

§ 82. Soit AB, fig. 2, une courbe arbitraire. Sur cette 
courbe nous prenons arbitrairement 2q points situls sym£- 
triquement par rapport h, l'axe Y et dont nous supposons 
que .les coordonn£es sont parfaitenient connues; de plus, nous 
prenons sur cette meme courbe, arbitrairement, 4 (m—q) 
d'autres points situes de meme symetriquement par rapport 
a l'axe Y et dont les coordonnees ne sont nolle men t connues; 
par ces 2 \q + 2 (m-y)j=2(2»n-j) points nous trafons une 
ligne parabolique y =f(x). 

Nous d£montrerons que, ind£pendamment du lieu des 2(m—q) 
couples de points, il est toujours possible d'indiquer sur la 
ligne y=f(x) (m—q) couples de points, situes de telle sorte 
que si une ligne parabolique y' = F{x) est tracee par ces 
(m—q) couples de points et les q couples de points connus, 
la ligne y r = F(x) limite une meme aire que la ligne y=f{x): 
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Prenons, pour plus de simplicity la base de la figure = 
= A B' = H= 1 et soient (— x p , y_ p ) et (# p1 y p ) les 
coordonnees de deux points de la ligne y = / (x) qui se 
trouvent de part et d'autre a une distance £gale mais arbi- 
trage de l'axe Y, alors nous avons 

y +p = a + a x x p + a 2 x p 2 + a 3 x p 3 + . . . + 
et 

y-*— a o —a i ** + a 2^p 2 — a 3 ^p s + • • • + 

ainsi nous pouvons poser l'equation 

7 ==/(*) = Oo + a 2 * 2 + • • • + as(s«-g-i)« 2(8,,, ^~ 1) , 

dans laquelle y repr£sente la demi-somme des ordonn6es 
d'une couple de points arbitraire de la ligne y=f(x). 
Repr£sentons les abscisses des 2q points connus par 

les abscisses des 2 (m— g) points qui doivent £tre d6termin6s par 

i #1 i i #2 ' ' • ' i &m—q 

et le produit continu 

(* a — 0(«*- ***) • • • (* 2 — OO* 2 — V) o* 2 — o • • • 

. . . (x 1 — #V-j) par <p (x) . . . (130) 

Nous divisons / (x) par $ (#), ces deux fonctions etant 
rangfos suivant les degr£s descendants de x] soit Q(x) le 
quotient et R{x) le reste de cette division, nous avons alors 

/(*) = Q(x).<p(x) + R(x), 

&'obvoxxTx=±z t :f(±*t)=Q(±*t)><l>(±*t) + R(±Zt); 
et pour x= ±x p :f(±x p )=Q(±x p ).cp(±x p )-) r R(±x p ); 

mais /(±Sf)==^(±*t)et<J>(±* t )=0; 

de mSme /(± x p ) = F(± x p )et(p(±x p )=0; 

done jF(± *!)=#(+*,); ^ , (±*i) a== -B(±*i); ) 



F(±z q )=R(±z p y,f{±x m - q )=R(±x ul _ q ). t 

9 



(131) 
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Les foDctions F(x) et R (x) sont du raeme degr6, notamment 
du 2 (m— l)^e au pi as, c'est a dire au moins deux degr& 
plus bag que <p (jj), de sorte qu'en F(x) et R (x) le nombre 
des coefficients a determiner est 6gal a 2 m au plus, ce qui 
s'accorde avec le nombre des Equations sub (131) dormant 
une relation entre ces coefficients; par consequent les coeffi- 
cients de F (x) et R (x) doivent Stre indentiquement les 
memes; done, R(x) est la m£me fonction que F(x). 

Ainsi on a 

f(.x)=Q(x).<p(x) + F(x) 

et aussi 

] T f(x)dx= [ +T Q(x).<p(x)dx + J * F{x)dx. 
J — | J — | J — j- 

L'erreur commise en remplafant I f(x) dx par f F\x)dx 
est 6gale a 

I — I=J r f(x)dx — ]*F(x)dx= [ +i Q(x).<p(x)dx.(132) 

Afin que cette erreur soit egale a z6ro, il faut qu'on ait 

**Q(x).<p(x)dx=0 
Q(x) etant un polyndme du degr£ 2 (m—q—l), de la forme 

Done, si la valour de l'expression sub (132) est £gale a 
zero, il faut qu'on satisfasse aux conditions 

I <P(x)dx=0; I x 2 <p(x)dx = 0;... 

Jo Jo 

... J* r x*<"-*-- l )<p(x)dx=0.... (133) 

ce qui est toujours possible! parce que le nombre ies Equa- 
tions de condition (m—q) sub (133) s'accorde avec le nombre 
des abscisses a determiner x { , x 2 , • . . x t 



jr 



§ 83. Les 6galit6s sub (133) permettent des suppositions 
diverses. Quand, par exemple (comme le fait Gauss pour les 
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▼aleurs paires de n), on suppose que pas un seul point de 
la ligne y=f(x) n'est connu, on a j = o. 

Si l'on pose, comme sub (24), 
la somme des grandeurs a?, 2 , # 2 2 , ....z m 2 . . . . =8 l9 

la somme de leurs produits p & p = &pt 

liquation sub (130) devient 

(f> ( J . ) = ^-^«-a5 1 +a ? 2 «-*5 2 -.,.(-lr5 m , 

par quoi les Equations sub (133) deviennent 

r +i {^~_^*-8 / S i + - P 2~-4 i S j _. - . ( _i)«5 m J ( i c= 0; 
r + V{^« — ^—8 5,+^— *S 2 — ...(— l) w S w }d*=0; 



r + V~- 1 ) {*»«•— •»— ^-f^— *fl^ — ...(— l) w S w }d*=0. 

De ces egalitls, on retrouve les m£mes Equations pour le 
calcul des m abscisses x p que nous avons trouv&s d£j& au 
§ 24. 

Quand on prend ensuite (de mSme que le fait Gauss pour 
les valours impaires de n) q = 1 et z = Q, alors (130) devient 

<p (a) = *» Ij^-i) - j^M) S, + . . . (-1)— 1 5L-i| 
et les 6galit6s sub (133) se changent en 

f + V|*»o— D — **"-*> S, + ...(— l) m - 1 ^-i}& ? =0; 
jr* / a? 2(— D — a?»<— 2) Sj + ... (— l)*- 1 5L-i}<& = 0; 



I 



+ i 
o 



f + V<«—»> I ^(m-i) — ^m-2) ^ + ...(_ 1)— 1 £L- 1 }<fo — 0; 

qui conduisent auz premieres Equations du § 26. 

§ 84. II est clair que la solution de questions comme celles 
traitees dans les §§ 29 et suirants peut se faire aussi tres 
facilement par les formules d£veloppees dans le § 82. En 
prenant, par ezemple, le cas de m = 2 et q = 1, on a de (130) 

<p (a) = {a* — Zl *) (#» _ Xx 2). 
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En supposant ici que les deux points connus coincident 
avec les points extremes de la courbe, on a 



<p (.) = (•» - J) (* 2 - v)= «* - (i + v) ** + 1*. 



2 



done 



J[ + *{* 4 -(i+* , )* ,+ i' , *}** =0 

d'otl il r£sulte 

On trouve d'apres cette Equation 



V = on » ain8i *t = °' 2236 0680 

ensuite d'aprSs (21) 

Etc. 

Termea de correction. 
§ 85. Soit dans l'6quation 

y=/(^) = «o + a 2 a?1 -f • •• + 

+ <*%mX* m + atm+iX* 1 *** + •l2»+4ff 2m+4 + etc. 

y la demi-somme des ordonnees de deux points de la courbe 
A B, fig. 2, qui se trouvent de part et d'autre a une distance 
egale mais arbitraire de l'axe Y* 

On trace par 2m points connus de cette* courbe une ligne 
parabolique. Nous repr£sentons les abscisses de ces 2m points 
par ± * lf ± x 2l . . . ± x m et le produit continu 

(# a — x^) (x 2 — x 2 2 ) ... (a? 2 — x m 2 ) par (J) (a?). 

Si Ton fait le meme raisonnement qui a conduit h, la for- 
mule sub (132), en supposant qu'ici $ (a) et Q (x) ont la 
meme signification que dans le § 82, on trouve que 1'erreur 
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¥ f(x) dx par I F(x)dx, 
est egale a I — 1= \ * f (x) dx — \ * F {x) dx = 



=/: 



Q (x). <P (x) dx. 



Nous remarquons que le quotient Q(x) est compost 
seulement de termes avec des degre*s positifs de x, y compris 
un terme avec le degre* zero, et qu'en divisant/(#) par <P(x) 
ces deux fonctions e*taient rangees d'apres les degree descen- 
dants de x. 

Toutefois le quotient Q(x) peut £tre trouv6 aussi en mul- 

tipliant par / (x) , dans la supposition que (x) est 

range d'apres les degre* descendants et / (x) d'apres les 
degre* croissants de x. 
Nous avons 



<p{x) x* m -S l ar M - 2 + S 2 x^" 4 - ...(-l) ro S w 
_ 1 > S S t *-S 2 S^S^t + St 

Multiplions —? par fix). 

Pour ne faire paraitre que les termes de Q(x) que nous 
trouYons si nous divisons f(x) par 0(x), les termes de ces 
fonctions e*tant ranges suivant les degres descendants, on ne 
doit prendre que ceux-la des produits partiels qui produisent 
des degres positifs de #, y compris le degre* z£ro. 

Nous obtenons 

Q (*) == a 2m + «2» + 2 #* + <*8»+4 #* + <*2«*+6 #° + . . . 

4" fl8«+2 ^1 + a 2»+4 #* Si + «2»+6 X* S t + . . 

+ a 8w+ 4(S l a -S a ) + a 9w+6 ^ a (V~ S 2) + --- 

■~i ei!c* • • • 

Par consequent, la correction cherche'e est representee par 
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+ 2 a*. + 4 j[ +t {* 4 + * J S, + (V-S»)}<*> (*) <** + 

+ 2 a 2 „ +6 jT +i {*« + **«,+ *» (V—S.) + ...}<?> (*) dx + 

+ etc. . . . (184) 

Caleul de la valeur de termes de correction. 

§ 86. Preincrement noas snpposons que la figure est 
divisee en bandes de largeur egale, comme d'apres la me'thode 
de Newton-Cotes, et que nous voulons calcaler les trois pre- 
miers termes pour n = 2. Noas trouvons, puisque m = 1, 

co " : = 2a ^ + W)^+ 2a d + X**+ iX- , -i)*+ 

+ 2a «r t ( a,9 -6i) da -+- 

on puisque J* (*> - I) *- J (*)' - \ (*) - - 1; 
X \ 16/ 5V2/ 16 W 40' 

r(--i)-= x T(i)'-i(i)=- 



448' 



o 113 

on a, pour n = 2, corr: = - - a, - ^a 4 - ^-o, - . . .. 

Si n = 3, nous avons pour les trois premiers termes, puis- 
qu'alors ro = 2, ar,=0,ar 1 == -, 5, = -, 5, a = — , 5, = et 

<p (x) = x*(x l -x*) = x*(x i - lj = x* - j* 2 : 



+ 
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corr: = 2a 4 f + V**-^)d»+2a o r +i (« a +^)(* 4 -j^)to + 

+ 2a *l +i (* 9 -n* i ) dx+ - 

d'oa, poor n = 3, 

1 1 1 

C °" : = ~ 120°* _ 336 a <» ~ TI52 a « _ ' ' * 

D'aprds la me*tbode de MacLanrin on a, par exeraple, pour 
n = 4, pour le premier terme de correction, m e*tant alors 

18 5 9 

egal a 2, x t = 5 , x % = 5 et <J> («) = x 4 - ^x 1 + 



8' 2 8 ""'•'V' - 32~ ' 4096" 



orr: = 2« 4> ( +I (* 4 - £ ** + ^5)^ = 

= 2a * {5(2/ ~ 32 ' 3 (2/ + 4096 (2)} = 



= 1 (I _ A -1- JU _ 
16\5 24~ r 256/ 4 ~~ 



103 

a,. 



61440 



v 



En appliquant les ordonn&s de Gauss, nous remarquons 
que, pour un nombre pair de n = 2m, les valours de x lf 
x % , . . ,x m 8ont denies de telle manidre qu'on a satisfait aux 
conditions exposes sub (133), dans le cas g = o, de sorte 
qu'en (134) les premiers m termes de correction dont le 
dernier est affects de 04*_2, sont tons 6gaux a z6ro. Dans 
les termes suivants, notamment 

+ 2a 4w+4 f' ft {^+ 4 +^+ 8 S 1 + **"(V--S a ) + .. .\<P{x)d* + ete. 



} 



corr 
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tous les produits entre les accolades { ], dont le degre de x 
est 6gal a ou plus petit que (2 m— 2), demeurent, d'apres (133), 
sans influence sur la valeur de la correction. II s'ensuit que 
si Ton se sert d'un nombre pair d'ordonnees selon Gauss la 
correction est representee par 

: = 2 fl4w [ +i ** m <p(x)dx + 2a4 m + 2 f + V»+» + 

Jo Jo 

+ a 2 " 5,) <p (x) dx + 2 a^+i f +t j«*» +4 -f a*" +2 5, + 

+ a 2 " (S, 1 - 5 4 )} <J) (*) dx + etc. 

oil 

<p ( X ) = j^» — S t a 2 — 2 + S 2 «*"'- * — ...(— 1)" S m , 

d'ou Ton trouve pour corr: la meme formule que nous 
avons deja trouvee dans le § 24. 

Avec un nombre impair n = 2m— 1 d'ordonnees a mesorer 
selon Gauss, on a, puisqu'alors y = 1 et S OT = 0, 

$ (x) = **» — 5, ar 8 — 2 + S 2 * 2 —*_...(_ 1)— i ^_! *» 
et 

corr: = 2a*»_s I J! 8 " -2 ^^)^^- 

+ 2a i „, f T (« 2 * + a! 2 "- i 'S,)<J)(*)«iB + etc.; 

ou 

<p (*) = a 2 " — 5, a 2 —- 2 + 5„ a 2 "-* — . . . (— 1)— J ^,_i «» , 

done pour le premier terme de correction 
corr: = 2a 4m ^. s f +T « S "~ 8 la 2 " — 5, .r 2 '— 2 + 

+ 5, «««-*— . . . (— l)—i «„_! x*\ dx = 

+ 5 4 «*—« — ...(— I)— 1 6U-i a 2 "} <& = 

_/_J 2» 2* 

~Um-l 4m-3 ,-1 ~4m-5 2 
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Pour n = 5, c'eet a dire m = 3, par exemple, on troure 
pour le premier terme de correction 

fl 4_ . 16 »/1\' 
corr:-{ n - 5 S,+ y 5 2 J( g j «,., 

ou, parce que, d'apres § 26, 

„ _1 2 5_10__5 _1 1 3 5 _ 5 

^~i , r9 _ 36'~18 et * 2- 4'2'7'18~~S36 



° rr: 111 9'18 + 7 '336/U/ ai0 "69l 



8544 ai0 ' 



Approximation de la valeur de Vintigrale d'wi produit. 
§ 87. Soit donnfe l'integrale 

T = j[^ i f(x)V(l-x^dx 

da § 58, en supposant que / (x) pent etre remplace, avec une 
approximation suffisante, par la s&ie 

F(x) — C + C 2 X 2 + C A X* + . . . + C4 >l _2# 4,,, ^ 2 

alors la formule (90) devient 



'-l w {^dz* + tt$ c * + --- + 



1.3...(4m — 5)(4m — B) /!^^" 1 1 

+ 4. 6. ..(4m — 2)4m \4/ c **-*r 

II s'agit maintenant de savoir pour quelle valeur de x on 
devra determiner la valeur de la fonction F(x), afin que la 
ligne parabolique qui y correspond, donne la valeur la plus 
approchfo de l'integrale. 

Pour r&oudre cette question, on peut appliquer ici les 
m£mes principes qui nous ont fait connaitre les abscisses 
d'apres Gauss. 

Supposons que les abscisses inconnues sont 

**l •P. , 31 Xn f . • • JT Xfn 

et posons 
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diyisons F(x) par <p(x), soit Q(x) le quotient et R(x) le 
reste de cette division, alors on a 

F(x) = Q (x) .Q(x) + R (x) 
et 

^j^^)V^)dx = 

= r>(«),(](«)K(]-^(i»+ 



+ 



j^R(x)V (1 — Adx. 



Ainsi qae dans le § 82, nons observons que R(x) est la 
fonction da 2 (m — l)*me degr£ qui, qaand on se sert des 
abscisses indiqu£es, a la meme valeur que la fonction 
F{x)] cette fonction R(x) produira alors pour l'intlgrale 

I F (x)y/ (j — x*\dx la m£me valeur, si nous pou- 

vons determiner les abscisses ± x x , ± x^ , . . . ± x m de telle 
manidre que 



j +i 0(x) . Q(x)]/{j — xAdx = . . . (185) 

ce qui est possible quand Q(x) n'est pas d'un plus haut 
degr£ que le 2(m — l)* me , car dans ce cas nous pouvons 
faire rlpondre les 2ro abscisses ±x l <1 t ±x % 2 , ..*±x m 2 aux 
m Equations 

f +t <p (x) V (j — x^dx = 0, 

T^ V<J> (x)V Q — x*) dx = 0,... 

on aura satisfait aussi h (135), ind£pendamment des coeffi- 
cients numlriques que Q(x) peut avoir. 
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Noas trouvons, par exemple, pour m = 3 : 

fl> (x)= (a*— V)(* a — VX**— « 3 a )=* 6 — * 4 Si + * 2 S*— S 3 ; 
^0(«)=« 8 — x t S l +a A S i — * a S,; 

et puisque I V y-r — x*\dx=*-=-iC) 

J_. * V U / 12'10-8'6 , 4U/8 T ' 

il faut qu'cm ait 

= j ** (« 6 — *« 5, + ** 5 S — S 3 ) K ( j — **) <** = , 
£ V <p (a) K (J — a") d* -> 

— f +i (* 8 — * 6 5, + ** -S, — ** 5,) V (\ -^ = et 

= f * V° — a 8 S, + * 6 &, — ** £ 3 ) K Q — .«*) d* = 



ainm 



SiiGM-tfJ*+iG)*-*- 
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etc. ; c'est a dire que pour r&oudre les valeurs de S t , S 2 et 
S 3 nous trouvons les mSmes equations que nous avons trou- 
v6es deji dans le § 58. 

§ 88. Supposons que dans 1 'integrate du § 61 pour q=l 



1'— I xf(x)dx, 



f(x) peut 6tre representee par 

F(x) = a + a 2 x 2 + a 4 a? 4 + a 6 # 6 -f- etc. 
alors la valeur approch£e de l'int6grale est 

Soient ± .r , , ± a? 2 , . . . ± x m les abscisses pour lesquelles 
la valeur de F(x) est mesuree ou calculee; posons encore 

{x 2 — x 2 )(x 2 — xf)...{x 2 — x m 2 ) = (p(x); 

divisons F(x) par Q{x), soit Q(x) le quotient, R(x) le reste 
de sorte que 

.F(x)=(p(x).Q(x) + R(x); 

ainsi 

| T «^(a?)da?=r ^(p^.Q^^+l T a?i2(^)da?.(136) 

Si maintenant F(x) n'est pas d'un degre plus haut que 
(4 m — 2), le degr£ de Q(x) ne sera pas plus haut que 
(2 m — 2), et la premiere integrate dans le second membre 
de (136) est egale a zero, si nous d6terminons Q(x) par les 
m conditions 

f + i i x<p(x)dx=0; ]Jx 3 $(x)dx=0;.. f +T x i ^ l <p(x)dx=0.(l31) 

Puisque <p (x) depend de m abscisses ± x , & chacune des- 
quelles nous pouvons donner une valeur arbitraire, il est 
toujours possible de satisfaire a toutes ces conditions; pour 
l'int^gration , R (x) peut occuper la place de F (x), et, 
par consequent, avec m couples d'abscisses, l'integrale peut 
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etre de"termine'e aossi exactement que d'uae autre maniere 
arec 2 m couples d'abscisses. 

Soit, par exemple, m = 3. Posons 

<p (*) = a> 6 — x* S, + ** S 2 — S 3 

alors les conditions sab (137) sont 

+ JSJVJ(S)*-; 






+ 



+ 



-iG)Vi(^-* 



3 3 1 

d'ou 5, - g , 5, = m et 5 3 = im ; 

etc. voyez le § 62. 

Lieu gdomitrique d'un point inddterminS. 

§ 89. Si Ton veut representor par une ligne parabolique 
le lieu g£om6trique d'un point indetermin£ situ£ sur ane 

surface plane (6), point r£pondant & certaines conditions 

connues, dans ce cas la ligne parabolique indiquera en ge- 
neral le plus exactement la situation de ce point si Ton 
choisit les abscisses des points connus de telle fa^on qu'elles 
coincident avec celles appliqu&s avec la methode de Gauss. 
Admettons, pour demontrer ce cas, que la fonction du 
n idme degre 

f(x) = a + a, x + Oj x 1 + . . . + a n x* , 
doive etre representee approiimativement, pour les valeurs 
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de x interm^diaires entre x = — = et * = + o» P* 1 " ^ a ' onc " 
tion du (n — l)i*m» degrl 

F(x) = a 4-ai* + a 2 a?a +"« + ^-1 *?~~ l 

et que, les coefficients soient determines par one condition, 
h, savoir que pour les n valeurs de x: x ly x 21 . . . x H cette 
derniere fonction produise les memes valeurs que la fonction 
donn£e f(x). 

Reprlsentons par <p(x) le produit 

Quand nous divisons /(a?) par cp(^?), le quotient sera a n , 
parce qu'ici le diviseur et le dividende sont du m£nie degr£; 
le reste est une fonction du (n — l)fcme degrl. 

Comme dans le § 82, on dlmontre ici que ce reste n'est 
pas different de F(x). Ainsi nous avons 

f(x)-F(x) = a n <p(x). 

Le second degrl de la valeur moyenne de la faute est 
exprim£ par 

+i a n *\<p(x)\*dx (138) 



/: 



'-i 

Afin que la valeor de l'expression sub (138) soit anssi 
petite qne possible, 



/: 



(*—«,)* (a?— X}) 2 . . . (a?— x n ) 2 dx 

T 

regard^e maintenant comme fonction de x t , x 2J . . . x n doit 
£tre r^duite a un minimum. 

Les quotients difflrentiels partiels de cette integrate par rap- 
port & x, , x 2J ...#», peuvent Stre representee sous la forme 



I — 2(x— x 2 )(x— x z )(x—- x 4 )...(x— x n ) <p(x)dx — 0, 

I — 2(x— x l )(x— x 3 ) (x— x A ) • ..(#— x n )(p(x)dx = 0, 
etc 



. (139) 
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En developpant, on obtient n equations pour determiner 
lee n inconnnes x 9 , mais puisqu'ici, sous le signe integral, 
Q(x) est multiple chaque fois par une fonction du (n — l)^ m « 
degre, on aura satisfait a la questioD si 

I <p (x) dx = 0, I x fl> (x) dx = 0, . . . 

Jo Jo 

... l* r x*- l <P(x)dx = Q . . . . (140) 

II r£snlte en effet de ces relations, en les multipliarrt suc- 
cessiyement par les coefficients arbitrages C , C x , ... C^i 
et en addition nant 

J* r {c o +C 1 x+C 2 x 2 +... + C n - l a?- 1 }<p(x)dx==0 



I 



\p (x) . <P (x) dx = 0, 



on par abr^viation 

dans laquelle $(x) est une fonction arbitraire du (n — l)* m « 
degre. Far consequent, on aura satisfait auz conditions (139) 
si <p(x) satisfait aux conditions (140). Ces dernidres coinci- 
dent avec ce qui se trouve sub (133) pour determiner les 
abscisses d'aprds Gauss. Nous renvoyons ici au § 24. 

§ 90. 11 rlsulte de la demonstration du paragraphe prece- 
dent qu'une parabole du n* me degre selon Gauss se joindra 
& une courbe arbitraire a peu prds aussi bien qu'une para- 
bole du (n -f- l)* me degre selon Newton-Cotes, dans la sup- 
position que la parabole de Gauss a n, et la parabole de 
Newton-Co tes (n + 1) points en commun avec la courbe ar- 
bitraire; tandis qu'il resulte du § 83 que l'ordonnee moyenne 
de la parabole de Gauss du n*™ degre est a peu prds egale 
& celle de la parabole de Newton-Cotes du 2n* me degre. 

II s'ensuit que si, par exemple, on veut conclure de n 
observations thermometriques par jour & la temperature 
moyenne de la jounce ou a la temperature a un moment 
donne oil Ton n'a pas fait d'observation, ou pourra, dans les 

deux cas, se servir avec succds des abscisses selon Gauss (jj. 
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de telle sorte que, pour la temperature moyenne, n observa- 
tions d'apres Gauss £quivaudront a 2 « d'apres Newton-Cotes, 
et que, pour determiner la temperature a des moments ar- 
rets, n observations selon Gauss donneront un rlsultat aussi 
exact que (ft + 1) selon Newton-Cotes. 

Concernant les observations avec application des abscisses 

selon Gauss, Encke (%j fait remarquer ce qui suit: 

»Dan8 les cinq premieres ann£es de l'existence du nouvel 
»observatoire astronomique de Berlin, mon adjoint d'alors, & 
» present directeur de Tobservatoire astronomique de Breslau, 
»le professeur Galle, notait trois fois par jour 1 ) la hauteur 
»du barometre et du thermometre aux moments de la neu- 
»vieme partie de la pfriode totale du jour apres le lever et 

»avant le coucher du soleil et a midi vrai Q)j. De cette maniere 

»il parvint a la meme exactitude que s'il avait fait les obser- 
vations cinq fois par jour, a des intervalles 6gaux. Le fait 
>fut en effet confirm^ par l'expfrience, lorsqu'il d£duisit de 
»ses observations la bauteur moyenne du thermometre et du 
> barometre et lorsqu'il compara le r&ultat avec celui des 
» observations faites pendant une longue s£rie d'anneea". 



CHAPITRE VIII. 

Notice historique sur la d£couverte et le d&velop- 

pement des m6thodes d'approximation de 

l'aire de figures cnrrilignes. 

§ 91. Dans les siecles les plus recules, nous trouvons que 
les mathlmaticiens se sont occup£s du calcul de l'aire ou, 
selon le langage des anciens, de la quadrature de figures 
curvilignes, c'est a dire de la maniere de quarrer, de mesurer 
leur surface. 

Dans l'antiquite, les mathematiques Itaient cultiv£es par 
un petit nombre d'hommes priviligies, dispenses, par leurs 



1) Le temps pendant lequel le soleil se troave aa-dessas de l'horizon. 
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fonctions, des preoccupations materielles de l'existence. Ainsi 
lea prStres de 1'Egypte, lea Chaldeens de Baby lone et les 
brames des Indes, ayant le loisir de s'adonner & l'etude, ont 
6i6 des homines de science, et sont parvenus & des resultats 
remarquables. Cependant le petit nombre d'hommes qui s'oc- 
cupaient d'une science, la difficult^ des demonstrations ma- 
thematiques, la rarete des exemplaires sur lesquels ces de- 
monstrations etaient developpees et gardens HO) , les precau- 
tions qu'on prenait pour cacber aux profanes les decouvertes 
nouvelles, les luttes continuelles entre les peuples etaient 
autant d'entraves apportees au developpement des sciences, 
autant de causes, pour elles, de disparition et d'oubli; de 
sorte qu'il est arrive souvent que, dans un certain pays, on 
a considere comme une decouverte remarquable ce qui, depuis 
un temps immemorial, etait deja connu ailleurs. Quelquefois 
aussi les sciences mathematiques marchaient trSs lentement 

ou semblaient tout a fait stationnaires (in. C'est pourquoi 

aussi, au cours des siecles, un grand nombre de mathemati- 
ciens se sont appliques a retrouver des resultats perdus, en 
particulier la determination de l'aire du cercle et la relation 
entre sa circonference et son diametre (& representor par la 

lettre grecque t (j^)), pour laquelle tant de valeurs differentes 

ont ete adoptees dans l'antiquite par les divers peuples. 

Jusqu'ici 1'Egypte est regardee comme le berceau des 

sciences, particulierement de la geometric. Le papyrus de 

Rhind, ecrit entre les annees 2000 et 1700 avant Jesus-Christ, 

apprend qu'& cette epoque lointaine l'aire du cercle pouvait 

deja etre determine avec une exactitude assez grande. On 

trouve dans ce papyrus que cette aire est e*gale a celle d'un 

g 
carre dont le cdte a les ^ du diametre du cercle, ce qui re- 

vient & une valeur de ir = (-J =3, 1605... Ho). Le papyrus 

ne donne pas seulement la preuve que l'auteur connait la 
formule de la surface du cercle, mais encore il se livre & 
divers calculs qui permettent de conclure que les Egyptiens 

se servaient de la formule depuis longtemps (l4). 

10 
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On ne peut pas tirer directement de l'Ecriture Sainte la 
preuve irrefutable que les Israelites da temps de Salomon 
(± 1000 avant J£sus-Christ) aient connu one valeur assez 
approchee de a\ Nous avons cependant tout lieu de le croire 

comme j'ai essay e de le demontrer ailleurs (10). — 

Le cercle 6tait un des sujets d'etude favoris des anciens 
math£maticiens grecs les plus illustres. 

Hippocrate de Chios (± 440 avant Jesus-Christ) a6t6, pour 
autant que nous le sachions, le premier qui prouva que les aires de 
cercles sont proportionnelles aux carres de leurs diamltres et qui 

tacha de parvenir a la quadrature du cercle (16). 

Anaxagore de Clazomenes (500 — 425 avant Jesus-Christ) 
aurait dessin£ la quadrature du cercle, comme dit Plutarque. 
On ne peut pas supposer qu' Anaxagore se soit doute' du 
manque d'exactitude des formules; comme beaucoup de ma- 
thematiciens qui sont venus aprds lui, il aura poursuivi la 

quadrature parfaite Ho). 

Antiphon (± 400 avant J^sus-Christ) paratt avoir adopts 
deux m&hodes qui se ressemblent beaucoup. Suivant la pre- 
miere, il inscrivait dans le cercle des polygones r£guliers de 

4, 8, 16, c6t£s, et affirmait qu'en continuant de la sorte 

on devait parvenir enfin a un polygone dont les c6tes seraient 
si petits qu'ils se confondraient avec la circonf£rence du 
cercle, et il dessinait un carre* dont l'aire 6tait la meme que 
celle du polygone et, par consequent, a peu pres celle 
du cercle — construction qu'on savait deja faire en ce 
temps la — . Suivant la seconde m£thode, Antiphon tracait 
dans le cercle un triangle equilateral et sur chaque c6W un 
triangle dont le sommet tombait sur la circonfe'rence et ainsi 
de suite en doublant toujours le nombre des triangles. II 
croyait qu'enfin les cdt£s des triangles deviendraient si petits 

qu'ils tomberaient sur la circonffrence du cercle (16). 

Bryson d'H^raclee (± 400 avant J6sus-Christ) tacha d'ar- 
river au meme but en doublant continuellement le nombre 
des c6te*s des polygones inscrits et circonscrits et pensait 
qu'il arriverait enfin a deux polygones dont le cercle serait 
la moyenne arithmetique. Ainsi, en cette matiere, il surpas- 
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sait de beaucoup Antiphon et sa maniere de faire montre 
qu'il avait ddja l'intuition de la formule par laquelle on de- 
termine™ plus tard approximativement l'aire du cercle. 

Archimdde (287 — 212 avant J6sus-Christ) a donne des va- 
lears assez exactes de at. Ce grand math£maticien qui s'est 
occupl avec un sncces si remarquable du calcul des surfaces 
et des volumes a 6te probablement le premier qui ait trouve 
une solution exacte de la question. Dans la proposition II 
de son traitor De la mesure du cercle ildit: »Le rapport 

>de l'aire d'un cercle a celle du carr£ sur son diam&tre est a 

1 22 
j,peu prSs comme 11 est a 14", ce qui revient a v = 3 -= =■ -=- , 

ou a peu pres a a* = 3, 143... II d&nontre ensuite que si 
nombreux que soient les c6t£s des polygones le cercle est 
toujours plus grand que le polygone inscrit et plus petit que 
le polygone circonscrit. II continue les calculs jusqu'au poly- 
gone de 96 cdtes et trouve enfin, en determinant chaque fois 

la relation entre les cdtes des deux polygones, que 3 - > ^ > 3 =- 

//I 

ou 8,1429... >«r> 3,1408... (17). 

Archimede a 6t6 aussi le premier qui ait donn£ la qua- 
drature de la parabole du second degre et de l'ellipse (Ay. 

II emploie deux methodes pour parvenir a la quadrature 
de la parabole. Dans la premiere, il se sert de la determina- 
tion du centre de gravity de figures planes; dans la seconde, 
il dessine successivement des triangles dans les segments pa- 
raboliques; il obtient ainsi un polygone dont on peut deter- 
miner la valeur limite. En effet, les aires de ces triangles 

ont la meme relation que les membres de la s£rie 1, (-:), 

l-j , (-) ,... dont le premier membre repr£sente l'aire 

du premier triangle et la somme 1 ^ Faire de la section 

parabolique totale. — 

Archimede, en cherchant une valeur approximative de t, 
avait simplement en vue de trouver une construction theori- 
quement juste suivant laquelle l'aire ou la circonf&rence du 
cercle pouvait Stre determine aussi exactement qu'on le 
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youlait. II savait fort bien — de meme que la plupart des 
math&naticiens grecs des sidcles suivants — que le rapport 
de la circonference au diamdtre est un nombre incommensu- 
rable. A partir de cette epoque, il n'y a certainement eu que 
fort peu de mathe'inaticiens grecs qui eussent 1'espoir de 
trouver une commune mesure entre la circonference et le 
diametre. 

Les premiers siecles de l'ere chr£tienne ne nous ont laissl 
aucun ouvrage qui traite de la quadrature. Pendant la longue 
p^riode du moyen-age (500 — 1500), TEurope fut plongee 
dans une ignorance profonde. Tandis que l'Occident avait 
complement oublie' l'ancienne ge'ome'trie grecque, les savants 
arabes de Bagdad et de Cordoue s'en occupaient et, chez eux, 
du VIII e au XIII siecle, l'Stude des sciences, partout ail- 
leurs abandonees, demeure en grand honneur. lis s'y adonnent 
avec passion et font des progress importants dans les branches 
les plus varices. Trois fibres, Mohammed, el-Hasan et Ahmed, 
fils de M&sa ben Schaker, furent celebres par les traductions 
qu'ils donndrent de divers ouvrages grecs et hindous, et par 
leurs propres travauz sur toutes les parties des sciences mathe'- 
matiques. Plusieurs de leurs livres nous sont parvenus. Un 
des ouvrages de Mohammed contient, entre autre, une partie 
ge'ome'trique sur la mesure des surfaces. On y remarque les 

trois expressions -=- , \flQ et 9n nno du rapport approche 

de la circonference du cercle au diametre (19). II parait que 

• . 62 832 3927 ... 

le rapport =5——=; 8,141b est dtl aux Indiens, qui 

l'avaient trouve en calculant le c6t£ du polygone r£gulier de 

768 cdtes (55). Le rapport i/lO aussi vient des Indes (21) 

22 62 832 
et se trouve, com me les rapports -=- et n n , dans un ou- 
vrage sur l'algebre du savant auteur arabe Mohammed ibn 
M&sa Alchwarizmi, qui a vecu apparemment dans les pre- 
mieres annees du IX* me sidcle. II est dit dans cet ouvrage, et 

22 
cela est quelque peu £tonnant, que le rapport -=- = 3,14286 . • . 
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est appliqul dans la pratique ordinaire, mais que lea 
glometres connaissent deux autres rapports, qui sont 

go QOO 

a- = l/10 (=3,16228...) et v= 2Q ^ (=3,1416...). - 

Quoiqu'on puisse dire que la question de la quadrature du 
cercle a et£ rlsolue par Archimede d'une maniere definitive 
et que celui-ci a indique la voie qu'on devait suivre pour 
exprimer la relation entre la circonf&rence et le diametre & 
autant de decimales que Ton d&irait, on trouve de nouveau, 
beaucoup de siecles aprds lui, des savants qui cherchent Tin- 
trouvable, c'est a dire qui cherchent & dessiner un carre dont 
l'aire soit absolument Igale a celle d'un cercle donn£. 

Surtout au moyen-age et aussi plus tard beaucoup de ma- 

thlmaticiens et non des moins instruits s'occuperent encore 

de la solution d'un probleme qu'Archim&de, 17 siecles aupa- 

ravant, avait d£montre insoluble. 

Ainsi, par exemple, des mathtSmaticiens, tres meritants d'ail- 

leurs, tels que Michel Stifel (22) et Simon Duchesne (23) 

n'6taient pas convaincus de l'impossibilit6 de la quadrature 
du cercle. Chacun & sa maniere se donna beaucoup de peine 
pour resoudre la question. Le premier, pour demon trer la 
possibility de la solution, publia la proposition suivante: 
>Comme il y a un carrl plus grand qn'un cercle donne, et 
» aussi un carr£ qui est plus petit, il doit en exister un 
>qui soit juste aussi grand que le cercle (24)". 

22 
La relation simple *• = -=- donnee par Archimede et la 

methode de la determiner ne furent connues, hors de la 
Grece, que longtemps apres leur publication. Longtemps on 

22 

se servit en Grece exclusivement de la relation -=- et dans 

les Indes de la relation 1/10. Beaucoup plus tard, on con- 
nut dans les Indes des rapports plus exacts, Tun d'eux m£me 
Itait pouss£ jusqu'fe. la 17° m6 decimale. A cette meme Ipoque, 
on 6tait en Europe encore bien loin de posseder une sem- 

blable approximation (25). 

En 1590, van Roomen, plus connu sous le nom d'Adrien 
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Bomain (1561 — 1615), donna, dans ses Ideae mathema- 
ticae pars prima, sive Methodas polygonum, 
Lou vain, 1590, une valeur de ir exacte jusqu'a la 15e m6 de- 

cimale (26). 

Dans son livre: Arithmeticae et geometriae prac- 
tica, Franequerae, 1611, pag. 88 — 89, Adrien Metius fils, 
(1571 — 1635), explique comment son pere, Adrien Antonisz, 
(= Adrien, fils d'Antoine) (1527—1607) — qui fut nommS, 
en 1573, bourguemestre d'Alcmaar — avait trouve, vers 

355 

1589, la c&ebre valeur approch£e de ir= t-t^=S,1415929.« 

exacte jusqu'a la sixieme decimale (27). 

Le geo metre hollandais, Ludolph van Ceulen (1540 — 1610) 
s'est occupe sp£cialement de calculer la valeur chi rapport 
approche de tt. II donna ce rapport avec un degre d'approxi- 
mation qui surpassait de beaucoup tous les calculs prece- 
dents. Dans son ouvrage Van den Cirkel en de Inte- 
rest, Delft, 1596, il donna, en suivant la methode d'Arcbi- 
mede, une valeur de tt exacte jusqu'a la 32* me decimale. 
L'oeuvre de van Ceulen fut reimprimee aprds sa mort, en 
1615, & Leyde, sous la surveillance de sa veuve qui, du vi- 
vant de son mari, avait pris une part active aux calculs trds 
laborieux de ladite valeur. 

W. Snellius (1591 — 1626) employa toute sa vie, bien 
courte, a cultiver les sciences mathematiques. II donna 
une traduction latine de Touvrage de van Ceulen, sous le 
titre: De circulo et adscriptis, Leyde, 1619, et, dans 
son ouvrage Cyclometricus, Leyde, 1621, un proc6de 
plus rapide que celui suivi par son compatriote pour reva- 
luation de la valeur de ir. En supposant que la longueur du 

3 

diametre d'un cercle est 6gale & 1 000 000 fois le contour 

de la terre (28), on peut, au moyen de la valeur de v donnle 

par van Ceulen, calculer la circonference de ce cercle a un 

micron pr&s (29), exactitude qui surpasse de beaucoup le plus 

haut degr^ d'exactitude desirable. 
Cependant de^Lagny (1660 — 1734) presentait le 23 juin 
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1717 a l'Acad6mie des Sciences de Paris un m6moire, dans 
lequel il avait calculi la valeur de v exactement jusqu'a 

127 decimates (30). — 

Bien que la quadrature de figures curvilignes, surtout de 
celle du cercle, ait et£ depuis l'antiquit£ le sujet d'etude 
favori des plus fameux math&naticiens, on peut dire que 
I'application de l'analyse a la quadrature n'a commence a 
donner des r&ultats s&ieux qu'un peu avant le milieu du 
17ime gi^cle. Descartes (1596—1650), Cavalieri (1598— 
1647), Fermat (1601—1665) et Roberval (1602—1675), 
donnent la solution du probleme de la quadrature d'une pa- 
rabole du degre m: y = #" 1 , m representant un nombre ar- 
bitrage, entier et positif. 

Gr^goire de Saint Vincent (1584 — 1667) appliqua, comme 
Cavalieri et Roberval, mais d'une maniere qui lui 6tait 
propre, les methodes d'Archimede pour les quadratures des 

espaces curvilignes (31). 

C'est entre 1650 et 1660 que Pascal (1623-1662) (g), 

Huygens (1629—1695), Wren (1632—1723) et Neil (1637— 
1670) ont fait connattre les moyens de quarrer quelques 
autres surfaces curvilignes. Huygens et Wren se disputent 
la gloire d'avoir d£couvert la quadrature d'une portion de la 

cycloide (33). 

Nous dirons ici en passant que Galilee (1564 — 1642) a 
6t6 un des premiers mathematiciens qui se sont occupes de 
la cycloide. La question etait d'ailleurs bien au-dessus de 
ses moyens. Dans ses recberches pour determiner l'aire de 
cette courbe, il s'est servi d'une balance, sur laquelle il pesait 
une figure mat£rielle. 

Wallis (1616 — 1703) a donn6 le premier, dans son 
Arithmetica infinitorum, publico en 1655, une de- 
monstration a peu prds generate de la formule de quadrature 
d'une parabole quelconque 

#"* 

En cherchant une expression approximative pour l'aire du 
cercle, Brouncker (1620—1684) trouva en 1656 l'egalite 
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2 + 9 

2 + 25 

2 + 49 

2 + 81 

Ct • • • • 

qui est l'origine de la theorie des fractions continues. II 
partage l'honneur de la d£couverte de cette theorie avec 
Cataldi (1545—1626) et Schwenter (1585—1636). 

Le 13 Ami 1668, Brouncker pr&enta a PAcad^niie Royale 
de Londres un traits sur la quadrature du segment d'une 
hyperbole equilatere rapport£e a ses asymptotes (34). 

Mercator (1620 — 1687) (35), l'inventeur des suites infinies, 
est le premier qui ait donn£, dans son Logarithmotech- 
nia, Londres, 1668, une demonstration de la quadrature 
analytique de rhyperbole, demonstration dans laquelle il avait 
la hardiesse de dSvelopper la division, indiqu£e par la frac- 
tion z — : — f suivant les : regies usitees de l'algebre, ce qui 
1 -\- x 

donne la suite 

1 



= 1 — x-\-x 2 — # 3 + # 4 — etc. 



1+* 

A premidre yue, ce proced£ pent nous parattre des plus 
simples, et, 6tant donn£es nos connaissances actuelles, nous 
sembler un progres presque nul. II n'en 6tait pas de m£me 
pour les contemporains de Mercator qui, sans etre capables 
de discerner ezactement la portle du proc£d£ qu'il revelait, 
sentaient du raoins que ce proc£d£ devait avoir de notables 
consequences. 

§ 92. James Gregory (1638—1675) fit connattre, dans 
son ouvrage Vera circuli et hyperbolae quadra- 
tura, Padoue, 1667, des proc£d£s pour la quadrature ap- 
proximative du cercle, de l'ellipse et de rhyperbole. L'annee 
suivante, dans ses Ezercitationes geometricae, Lon- 
dres, 1668, il publia une formule (3m, au moyen de laquelle 
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on pent calculer approximativement l'aire d'une figure dont 
la ligne limite correspond & pen pres a une portion d'nne 
parabole da second degrl on & un systdme de portions 
analogues. 

Soient, fig. 5, JL la ligne limite horizon tale, JH et LF 
les lignes limites verticales de la figure que nous avons en vue ; 
2Z, G et F des points de la ligne courbe limite; la courbe 
HGFj trade par ces points, une portion d'une parabole du 
second degre dont l'equation eat y = a-{-bx-\-cx* f et JK = 

= KL, alors on a, suivant Gregory GHQ— — -^ — — — 

Z - G Q * i?nu GRxFR z.FR 
t~ et FGR = jr To~* °" z ropresente 

la a La 

la seconde difference des longueurs des ordonn£es y v y 2 et y v 
Ces expressions pour les aires GHQ et FGR sont exactes. 
En effet il resulte de 

y =a+ bx-\- ex 1 -. 

yi= a > 

y 2 = a-|- 6A+ cA 2 , 

y 9 =a + 2bh + 4tch 2 , 
et de ceci 

y 3 — 2y 2 + y 1 = 2cA* = z; 
ensuite 

On trouve pour l'aire 



• • 



ainsi 

6A/ \ h ( \ HQXGQ z.GQ 
= l2-l y «-^j-i2^- 2y * +1 J = 2 12"' 

comme Gregory a trouvl. Ensuite 



154 



et * 

GBXFR z.FR 



FGR = 



12 



d'ou reasort encore la juatesse des formules de Gregory. 

En additionnant les aires KGB. J et LFGK, on trouve, 
poor l'aire de la figure entiere, 

L J F J ffJ=A{_j, s + 8y 2 +5y 1 + 5y s 4-8y 2 -y 1 } = 

h 



-&+«*+*)• 



(formule de Simpson que nous avons traitle d6ja dans le § 4). 
Gependant Gregory n'a pas abouti a cette conclusion. — 

II a donn£ encore une seconde formule: Si Ton trace par 
les points H, G, F et E, fig. 6, de la vraie ligne limite de 
la figure, une courbe parabolique du troisieme degre dont 
l'equation est 

on a, suivant Gregory, 

GH0 _ EQXGQ l/ HQX* X 0Q 2 z\ G Q» 
V 2 V 72 1728 

ou z repre*sente la troisieme difference de la longueur des 
ordonnees y v y v y 3 et y v 

Cependant cette expression n'est pas juste. En effet on a 

y 2 = a+ bh+ ch 2 + dh\ 
y 3 = a + 26A + 4cA 2 + 8dA 3 et 
y 4 = a + 3&A + 9cA' + 27dA 3 , 

d'ou Ton trouve 

Va - 3 y$ + 3y 2 - j^ = 6 dA 8 = * ; 
ensuite 
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On a maintenant pour l'aire de la premiere bande de la 
figure 

ainsi pour l'aire G H Q : 

SQXGQ L z.GQ GQ(. , ,_ \ 

d'ou il resulte que Taire n'est pas une fonction uniquement 
de H Q, G Q et la grandeur constante *, comme cela devrait 
etre le cas si la formule de Gregory etait juste. 
On trouve ensuite: 

i^2r=A^_y 4 + i 8 y3+13y 2 - yi ), 

TinD GRxFR.z.FR FR( . , Q \ 

_,„„ FSxES . z.ES ES(. IA . o o \ 

En additionnant les aires des trois bandes, il r&ulte pour 
l'aire de toute la figure 



MEHJ=£- A 



y*— 5y 3 + 19 yi -f9 yi 
— y* + 13y, + 13y 2 — y , \ = 
+ 9jr« + l»if,- 5y 2 + y, J 

= k{ 9 y« + 27 ya + 27 y*+ 9 yi )> 



« 
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ou, en mettant Sh = H, on trouve, comme sub (110), sans 
les termes de correction 

MEHJ=E ( y t + 3y, + 3y s + y 4 ). 

Gregory traite encore les cas oft la figure est limit£e par 
une parabole du 4 iime ou du 5 iimo degr£ et, quoiqu'il ne 
d£veloppe pas les formules de la solution, il en donne ce- 
pendant l'id£e. 

§ 93. Enfin parurent la M6thode des Fluxions et le 

Tractatus de quadratura curvarum de Newton (37). 

Puis, en 1730, Fouvrage Miscellanea analytica de se- 
riebus et quadraturis de l'excellent mathematicien 
franfais Abraham de Moivre (1667 — 1754), qui vivait en 
Angleterre, et divers ecrits de Leibniz (1646 — 1716), des 
Bernouilli, et d'autres auteurs. 

Cependant, toutes ces recherches — excepts celles de 
Gregory qui sont trait6es dans le paragraphe prudent — 
avaient pour but de quarrer des figures dont la courbe limite 
etait d£terminee par une Equation, c'est & dire dont la loi 
de succession des points 6tait connue. 

Newton (1642—1727), peut-6tre le plus puissant glnie 
gfometrique de tous les temps, a ete le premier qui ait fait 
connaitre, pour exprimer l'aire approximative de figures cur- 
vilignes, un proc£de general applicable & toutes les courbes. 

§ 94. On peut partager en deux p&iodes l'histoire de 
Tinvention des m£thodes d'approximation que nous avons 
trait&s dans les pages pr£cedentes. Dans la premiere, ces 
m&hodes sont fondees sur la division de la figure en bandes 
de meme largeur, dans la seconde sur la division de la figure 
en bandes de largeur inegale. 



157 

PREMIERE P^RIODE. 
Division de la figure en bandes de meme largeur. 

§ 95. D6ja dans sa seconde lettre a Leibniz, da 24 octobre 

1676 (38), oH il traite la quadrature de figures curvilignes 

au moyen de series, Newton fait l'observation suivante: >Si 
>la s£rie n'est pas assez simple, on peut y remedier en tra- 
>cant une courbe par autant de points donnes que Ton desire." 
Evidemment Newton pensait ici a une quadrature approchle 

du genre de la rdgle de Simpson (39). 

Dans son oeuvre celebre: Philosophiae Naturalis 

Principia Mathematica (40), proposition V du tome 

troisieme, Newton posait la question de nouveau en ces 
termes: >Soit a determiner la ligne parabolique qui passe 
>par un nombre arbitraire de points donneV' D'une manidre 
g£n£rale, il donne la solution de ce probldme et fait ensuite 
cette observation: >On peut trouver ainsi approximativemeut 
»les aires de toutes les courbes; c'est a dire que si Ton a 
>quelques points d'une courbe arbitraire que Ton veut quarrer, 
»on suppose qu'une parabole est trace'e par ces points. I/aire 
>de cette derniere courbe sera approximativement 6gale a 
>l'aire de la premiere, et les m&hodes, suivant lesquelles on 
>peut toujours quarrer cette parabole, sont parfaitement 

>connues". W) 

Cependant il n'achdve pas la solution du probleme. II ne 
le fait pour la premiere fois que dans un traite* particulier 
qui a pour titre: Methodus differentialis, public en 
1711 par William Jones (1675 — 1749) avec le consente- 

ment de l'auteur (42). Newton traite, dans les propositions 

III et IV de sa Methodus differentialis, ce probleme : 
>Si une ligne droite est divise'e en un nombre arbitraire de 
> parties 6gales ou inegales, et si des lignes, paralleles entre 
»elles, sont elevens sur les points de division — trouver 
>l'equation de la ligne parabolique qui passe par les sommets 
>des lignes e*leve'es , \ II indique, dans la proposition V, de 
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quelle maniere la longueur de Tordonnle d'un point arbitraire 
de cette ligne parabolique peut £tre exprim£e dans les lon- 
gueurs des ordonnees connues, et, dans la proposition VI, il 
d£finit de quelle maniere peut etre trouvee Taire approxima- 
tive d'une figure curviligne dont on ne connait que quelques 
points seulement de la courbe limite. Et, pour donner un 
exemple, il fait connaitre, dans la Scholium de la dite 
proposition IV, la formule qui porte son nom, c'est a dire 
la formule qui repr£sente Paire approximative d'une figure 
curviligne pour quatre ordonnees. Dans l'exemple qu'il donne, 
Newton suppose que les ordonnees a mesurer divisent la base 
de la figure en trois parties egales, par consequent, il fait 
alors co'incider les deux ordonnees extremes de la figure avec 
les points extremes de la courbe limite. 11 dit: » Si A est 
>la somme de la premiere et de la quatrieme, B celle de la 
>seconde et de la troisieme et R la distance entre la pre- 

»miere et la quatridme ordonne'e, une nouvelle ordonne'e, au 

92J £ 

» milieu de toutes, sera — — — et l'aire entidre entre la 

lo 

.prendre et la quatrieme ordonnee, A -±**.*T 

O 

Dans les propositions III et IV de la Methodus dif- 
ferentialis, Newton a bien indique* la voie que Ton doit 
suivre pour developper une formule representant l'aire ap- 
proximative 1 d'une figure limitee par une courbe arbitraire, 
mais il ne fait pas connaitre le calcul a effectuer pour ob- 
tenir cette formule. Cependant les propositions III et IV 
nous mettent en e*tat de determiner la marche des idees de 
Newton avec une probability qui touche a la certitude. 

En effet, posons, de m£me que le fait Newton dans la 
formule qu'il donne comme exemple, que 4 pointp de la 
courbe limite arbitraire de la figure soient conn us, represen- 
tons les coordonnees de ces points par (x x , t/,), (# 2 , y 2 ), 

( x s » ^3) e ^ ( x a » 2/*)> ' a longueur de la base de la figure par R 
et l'equation de la ligne parabolique par 

y = A + Bx + Cx 2 + D a? 8 , 

et supposons que l'axe Y coincide avec l'ordonn£e y l , on 
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trouve alors, en subatituant dans l'equation les valeurs posees 

3*" » 3 



des coordonnees , x t etant 6gal & , x % = -^ 22, x z = ^ iJ et 



*,=!*: 






d'ou 



c= 2B»( 2yi — 5 y»+*y»~ y 4 ) et 

L'equation de la ligne parabolique est done: 

y=y ' ~~2R~{ 11 y>*~ 18 ya+ 9 y»- 2 y4J*+ 

+ 2^i( 2 yi— 5 y*+ 4 yj— ^4)**- 

Si nous posons ici #=5 22, nous trouvone, pour la lon- 
gueur de l'ordonnee an milieu de la figure, 

y=ig { 9 (y 2 +y»)— (yi +^4)}. 

on, en poeant (y,+y 4 )— .4 et (y a + y 3 )=5, 

9.B— 4 

* 16- 

comme Newton Pa trouv6. 
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Pour Paire approximative I de la figure, nous trouvons 
d'apres 

y dx 



H 



com me Newton: 



O 



Pour faciliter le calcul de Paire de figures curvilignes, 
Newton recommande dans la m£me Scholium de composer 
des tables de formules, calculfos pour d'autres valeurs encore 
que de n = 4, dans le sens de la formule que lui-menie a 
donnee pour w = 4 ordonn£es, et il fait connaitre des expe- 
dients pour rlduire le calcul de Paire d'une figure curviligne 
dont un grand nombre d'ordonnles sont connues, au calcul 
avec un nombre plus petit d'ordonnees. C'est & dire qu'il 
fait Pobservation suivante: »Si les ordonn£es appartiennent 
»& des intervalles 6gaux des abscisses et si Pon prend les 
»sommes des ordonnees qui se trouvent a des cdt& difiterents 
>de Pordonn6e du milieu et qui en sont £loign£es & des 

> distances 6gales, et le double de Pordonn6e du milieu, il se 
>pr6sente une seconde courbe dont Paire est definie par un 

> nombre plus petit d'ordonnees et qui est 6gale a celle 
>limit£e par la premiere courbe. De plus, si Pon prend pour 
»les nouvelles ordonnees la somme de la premidre et de la 
i seconde, et la somme de la troisieme et de la quatridme, 
>et la somme de la cinquidme et de la sixidme et ainsi de 

> suite, ou si Pon prend la somme des trois premieres ordon- 
>n6es et la somme des trois qui suivent directement, et la 

> somme des trois qui suivent directement ces derni£res, ou 
»si Pon prend les sommes de chaque nombre de quatre 
i ordonn&s, ou de cinq, Paire limine par la seconde courbe 
>sera 6gale & celle limitee par la premiere. — Et puisque 
>c'est la meme chose pour chaque nombre arbitraire d'ordon- 
>n<5es d'une figure curviligne dont il faut determiner Paire, 
>le calcul pourra 6tre r£duit a celui de Paire d'une autre 
> figure avec un nombre plus petit d'ordonnees connues". 

Probablement, Newton avait ici en vue toute une s£rie de 
formules du genre de celle de Simpson, dans lesquelles la 
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vraie courbe limite de la figure est remplacee par une ligne 
brisfo compos£e de portions de paraboles da 2* me , 3* mo , 4* me 
degr6, etc. (Voyez les §§ 4 et 5 et la note b a la page 89 
de cette etude). 

§ 96. Cotes (1682 — 1716) qui, sans se douter des recher- 
ches de Newton sur ce sujet, en avait deja fait de pareilles 
en 1707, et les avait communiquees dans ses lectures en 

1709 (43), fut port£, par la forme elegante dans laquelle 

Newton avait donn£ la formule pour la valeur approchee 
d'une figure curviligne pour quatre ordonn£es connues, a 
ftendre les formules jusqu'au nombre de 11 ordonn&s. II fait 
se 8ucc£der les longueurs des abscisses, qui appartiennent aux 
ordonnles a mesurer, d'aprds une suite arithm&ique du 
premier ordre, de telle maniere que la premiere et la derniere 
ordonn6e a mesurer coincident avec les points extremes de 
la courbe limite. 

On trpuve ces formules, sans demonstration cependant, 
dans une table, a la fin de son trait£: De Methodo dif- 
ferential! Newtoniana, qui ordinairement fait partie — 
avec d'autres trails encore — de sa Harmonia mensu- 

rarum, Cantabrigiae, 1722 (44), publico apres sa mort. II 

est tres probable, presque certain meme, que Cotes, dans le 
developpement de ses formules, a suivi la voie indiquee par 
Newton dans la composition de sa formule pour 4 ordonnees 
et dltaillee ci-dessus a la page 159. 

Les coefficients numfriques, dans les formules donnees par 
Cotes pour n = 3 jusqu'a n = 11, sont absolument les memes 
que ceux des formules de la table A qui se trouve a la fin 
de cette etude, si Ton rejette dans cette table les terraes 
de correction. 

§ 97. Stirling (1696—1770), dans saMethodus Diffe- 

ren tialis, Londres, 1730 (45), s'est occupl du meme sujet. Lui 

aussi fait croftre les abscisses des ordonnees a mesurer avec 
des differences 6gales et coincider la premiere et la derniere 
de ces ordonnees avec les points extremes de la courbe limite 

11 
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de la figure. II place l'axe Y dans la premiere ordonnfe 
extreme de la figure et, a la page 6 de sou ouvrage, il 
repr&ente l'abscisse d'un point connu de la courbe par z, 
l'ordonnee de ce point par y et la valeur de y par Tequation 

y== A + Bz+ Cz(z-l) + Dz(z-\)(z-2) + 
+ Ez(z-l)(z-2)(z-3) + ... 

Les coefficients qui s'offrent, dans la valeur admise de y, 
sont entierement determines puisque en substituant les (n-j- 1) 
abscisses 2 = 0, 1, 2, .... n qui appartiennent aux valeurs 
consecutives de y, on obtient autant d'equations du premier 
degre pour la determination des coefficients inconnus qui 
peuvent etre exprimes sous la forme de fonctions lineaires 
des (n + 1) ordonn£es, de sorte qu'on trouve ais&nent une 
Equation de la forme 

y = a o + a \ x ~\~ a % x * "h a i x * "h e * c - 

dans laquelle a , a 19 a 2 , a 3 , etc. representent des valeurs 
numlriques. 

A la page 146 de sa Met hod us, il donne les formules 
pour l'aire I de la figure, seulement pour les nombres impairs 
de n, c'est a dire pour 3, 5, 7 et 9 ordonn£es. Mais en ceci 
il va plus loin que Newton et Cotes ne Font fait. Notamment 
il est le premier qui a fait conuaitre le moyen d'augmenter 
l'exactitude de la valeur approchfe d'une integrate, en ajoutant 
a chacune des formules pour n = 3, 5, 7 et 9 ordonnees a 

mesurer un terme auxiliaire (46) qui indique la difference 

entre la valeur de J, calculee pour le nombre 2m -\- \ =n 
d'ordonn£es, et la valeur plus exacte que Ton obtient en 
augmentant ce nombre de deux encore. 

Stirling n'a pas non plus fait connaftre de quelle fa$on 
il a effects le developpement de ses formules d 'approxima- 
tion et des termes auxiliaires qui s'y rattachent. II y a lieu 
de prfoumer cependant que lui aussi a suivi la methode 
indiquee par Nowton et trait£e plus amplement dans les 
§§ 63—66 et & la page 159 de cette etude. 

En outre, il est tres probable que Stirling s'est born£ 
aux nombres impairs de n, parce qu'il avait trouve que les 
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nombres pairs, quoiqu'ils donnent lieu & des calculs plus 
ftendus, n'augmeutent pas sensiblement l'exactitude du r&ultat. 
A la page 147 de sa Methodus, Stirling calcule la 
valeur approch£e de 



I 



+ 1 dz 

^- 1 . 2 (= 0,6931 4718 056 . . .), 

o 1 ~J~ Z 



dans le cas de n = 9, avec application du terme auxiliaire, 
et il trouve 1.2 = 0,6931 4718 . . • 

En effet, quand nous posons, dans I . , # = -+*, 

Jo 1 + z & 

l'intSgrale devient I T , d'ou y = — j- — . 

Si nous calculons comme Stirling la valeur approximative 
de 1'inWgrale en appliquant la formule pour n = 9 de la 
table J ci-aprds, nous trouvons pour x = 

- 4 _ 8 - ? _ 1 _ _n 

# 3 g, #4 g, #3 g, & 2 Q ? H- X \ V > 

_1 _2 _3 _4. 

X 2 g J X Z g » X l g e * X 5 g 9 

et pour y^ p : 

8 8 8 8 8 

Q Q Q Q 

y 2 = I 3»y3=n' y * = T5 etj ' 8 = T6 ; 

par consequent, pour la valenr approximative de l'integrale 
sans terme auxiliaire 

8 
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(-4540.^+10496(^ + ^-928(1 + 1)+ 

+ 5888 (1 + 1) + 989 (| + 1)*} = 0,6931 4721 45. . . . 

Puis, pour calculer la valeur du terme auxiliaire, nous avons 

5 8 8 

pour d? 6 = - : y„ 6 = - et y +fl = ^ , par consequent 



corr: = 
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.8(252. ^-210(^ + 1) + 



467775 

+i»(A+n)-«G+A)+"G+n)-G+n)}- 

= 0,0000 0003 71..., 

ce qui donne pour la valeur plus exacte de l'integrale appro- 
ve: 0,6931 4718..., comme Stirling l'a trouv6 aussi. 

§ 98. Si Newton et Cotes ont les premiers trouvS la m&- 
thode d'approximation de l'aire de figures curvilignes au 
raoyen de formules qui valent pour chaque courbe limite 
arbitraire, et, si Stirling a ete le premier qui ait fait con- 
naitre le moyen d'augmenter l'exactitude du calcul, Euler 
(1707—1783) et MacLaurin (1698—1746) Pendent encore 
consid&rablement l'approximation et donnent des formules 
dont on se sert encore le plus a present. Us sont les premiers 
qui aient montr6 clairement le developpement des formules 
d'approximation qu'ils traitent et des termes de correction 
qui y appartiennent. 

MacLaurin fut un des premiers et des plus actifs promo- 
ters des nouveaux calculs de Newton. > Berkeley (1685 — 
tl753) Eveque de Cloyne, ay ant, a l'occasion de quelques 
» disputes qui s'etaient elevees au sujet des fondements de la 
»Methode des Fluxions, rejete la m£thode elle-meme 
>dans un traits intitule l'Analyste, publie en 1734, et en 
»meme temps accuse les math6maticiens d'infidelit£ en ma- 
ttiere de religion; M. MacLaurin jugea qu'il etait n^cessaire 
tde d£fendre son 6tude favorite et de repousser une accusation 
»dans laquelle il se trouvait si injustement compris. II com- 
»men<ja une reponse au livre de l'ev^que; mais, a mesure 
> qu'il avan$ait, il fit un si grand nombre de decouvertes, 
»trouva tant de nouvelles theories, et resolut taut de pro- 
»bldmes curieux, qu'au lieu d'etre une piece justificative son 
>ouvrage forma un Traits complet des fluxions, avec leurs 
» applications aux plus importants problemes de g6om£trie 

>et de physique". (47) 
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Dans ce traite c&ebre: A Treatise of fluxions. In 
two books. Edimbourg, 1742, Livre second, Chap. IV, Mac- 
Laurin traite deux methodes d'approximation de l'aire de 
figures curvilignes. Dans chacune de ces methodes, il suppose 
que la figure est divide en bandes de meme largeur. Dans 
la premiere m£thode il suppose que les deux ordonnees limi- 
tes de chaque bande, par consequent aussi les deux ordonnees 
limites de la figure, sont connues. Dans la seconde methode, 
c'est seulement l'ordonnee mediane de chaque bande qui doit 
etre mise en compte. II indique non seulement comment on 
peut calculer pour chaque valeur de n, l'aire approximative 
7, mais il fait connaitre aussi l'erreur de l'approximation, 
non pas, comme le fait Stirling, par un seul terme auxi- 
liaire, mais par une suite de termes de correction. Ainsi, il 
nous met en etat de rendre la difference entre l'aire exacte 
T et l'aire approximative I d'une figure curviligne arbitraire 
aussi petite que nous pouvons le desirer. 

Si Ton ouvre le second Livre du Treatise a Tart. 830, 
on y trouve l'importante formule cit£e sub (114) de cette 

etude (48), dont MacLaurin d^duit plusieurs autres formules, 

entre autre a Tart. 848 la formule (116), dite la premiere 
formule de MacLaurin, la formule (118) de Simpson et la 
formule (119) de Newton, respectivement pour 3 et 4 or- 
donnees, et a Tart. 832 la formule sub (129), dite la seconde 
formule de MacLaurin; toutes ces formules accompagn£es de 

leurs termes de correction (49). 

Relativement a cette formule (114) nous ferons observer 
que c'est Euler qui l'a don nee, sans demonstration, le pre- 
mier, a la page 69 des Gommentarii Academiae 
Scientiaru,m Imperialis, Tome VI, de 1732 et 1733, 
publics a Saint-P£tersbourg en 1739. II est certain cepen- 
dant — nous le ferons voir a la page ,7, / n2 — que cette 
formule d'Euler etait connue en Angleterre deja en 1737 et 
probablement bien avant cette date. 

Euler propose: Si 8 est la somme des n membres d'une 
serie et t le dernier membre, qui, naturellement, comme *, 
est dependant de n, on a 
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TTdn _ 1.2.dn a + 1 . 2. 8 . dn 3_ 1 .2.S.±.dn' + 
et 

(i.dt , y.d 1 * , *.d s * 



* 






oil les coefficients «, 0, y, 3, etc. ont les valears soivantes: 
1. Q = * 1_. «_ , 1 



2' ^ 2 2.3' ' 2 2.3 ' 2.3.4' 



2 2.3 T 2.3.4 2.3.4.5' 



2 2.3' 2.3.4 2.8.4.5^2.3.4.5.6' 

etc., de sorte qu'on a 

/" , . * dt , d*t , <Pt . . 

s=Jtdn+ - + TO -+ 7 ^- r + 3024^-5-+ etc. 

II revenait & ces formules au Tome VIII, pag. 9 — 22, dea 
Comment. Petropol. de 1736, publics en 1741, et don- 
nait, dans le § 19, la formule (114), comme nous l'avons 
d£velopp£e ci-dessus. — 

On se demande si MacLaurin a trouv£ la formule (114) 
lui-meme, on s'il s'est servi pour la trouver des notions qui 
avaient 6t6 donnSes dans les volumes VI et VIII des Com- 
ment. Petropol. concernant ce sujet. 

Selon Popinion de quelques mathematiciens, MacLaurin a 

trouve cette formule ind£pendamment d'Euler (50). D'autres 
mathematiciens vont plus loin et admettent qu'Euler a copil 
la formule (114) en son entier ou en partie sur MacLaurin (51). 

Par rapport & la premidre de ces opinions, il y a lieu 
d'observer ce qui suit: 

II ressort de ce que MacLaurin lui-meme a dit dans la 
preface du Treatise, comme aussi de Paffirmation de Mur- 
doch (52), que MacLaurin employait tout le temps dont il 

pouvait disposer librement & son Treatise, et que cet 
ouvrage s'est 6tendu petit & petit. Or, Mac-Laurin cite, dans 



167 

le Treatise, plusieurs ouvrages dont il n'a pa prendre 
connaissance que tres tard, notamment 

dans la Preface, a la pag. Ill et dans Tart. 369, Cor. Ill : 
John Colson, Sir Isaac Newton's Methpd of 
Fluxions, translated from the Autor's Latin 
Original not yet made publick, London, 1736; 

dans les art 8 . 523 et 536: Comment. Petropol. Tome 
V, imprime* a Saint-P6tersbourg en 1738; 

dans les art 8 . 661 et 664: de Mairan, Histoire de 
l'Acade'mie Royale des Sciences. Annee 1735. Avec 
les m6moires de Mathe*matique et de Physique, 
Paris, Impr. 1738, pag. 203; 

dans les art 8 . 664, 665 et 666: De Maupertuis, La Fi- 
gure de la Terre d£terminee par les observations 
au cercle polaire, Paris 1738; 

dans Tart. 905: Clairant, Tart 449 des Philosophical 
Transactions of the Royal Society of London 
(Abridged, Vol. VIII, pag. 207) imprime en 1738 et 

dans Tart. 906: Daniel Bernouilli, Traits d'Hydro- 
dynamiqne, public en 1738 a Strasbourg. 

En consid&ant que dans ce temps-la l'exp£dition des livres 
se faisait tres lentement et que MacLaurin a dfi employer 
beaucoup de temps a la lecture des ouvrages qu'il cite et a 
ceux, plus nombreux encore, qu'il ne cite pas et qu'ensuite 
1'application de ce qu'il avait trouve de remarquable exigeait 
quelque temps, on peut deja en conclure que le premier vo- 
lume (qui va jusqu'a l'art. 697) ne put, en aucune maniere, 
etre pret pour l'impression qu'apres 1739. 

MacLaurin s'est encore occupe apres 1740 a travailler au 
second volume du Treatise, a le corriger et a l'etendre 
(entre autre les art 8 . 900 et les suivants). Cela est prouve 
par un passage de la pag. 673 des Phil. Transact., oH 
il est dit: > L 'at traction d'une sph£roide a l'equateur, comme 
iaux pdles, est d£terminee, dans le second volume, d'une ma- 
>niere plus generate que dans le premier, ou que dans une 
>note de Tauteur publiee a Paris en 1740". Relativement a 
cette piece, Murdoch fait l'observation suivante: »L'Acad£mie 
» Royale des Sciences lui adjugea, en 1740, un prix qui lui 
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»fait un honneur infini, pour avoir expliqu£ le flux et le 
» reflux de la mer par la th&me de la gravity ; question qui 
»avait ete mise au concoura 1'annee prec&lente (done en 
> 1739) sans qu'on y eftt satisfeit. 11 n'eut que dix jours de temps 
»pour travailler a ce m6moire, et il ne put trouver le loisir de le 
>transcrire avec exactitude, de sorte que Pedition de Paris 
»n'est pas correcte; mais il revit cette dissertation dans la 
>suite et Tinsera (au plus t6t en 1740) dans son Traite 

»des Fluxions{g)'\ 

La citation dans Tart. 898 du Treatise concerne un 
traite de Murdoch: Mercators sailing, applied to 
the true Figure of the Earth; with an Introduc- 
tion etc. London, 1741. II existe une traduction de cet 
ouvrage: Nouvelles tables loxodromiques, ou ap- 
plication de la th£orie de la veritable figure de 
la terre a la construction des cartes marines 
reduites, par M. Murdoch. Traduit de I'anglais 
par M. de Bremond. Paris, 1742. A la priere de Murdoch, 
on a ajoute & la page 104 de cette traduction une observa- 
tion qui commence ainsi: »Lorsque je travaillais & ces cal- 
»culs, il y a trois ans, je me contentais de la solution pre- 
acedente; mais je sentais qu'il s'en fallait bien qu'elle eftt 
» cette $l£gance que Ton apprecie tant dans la solution d'un 
>probleme. 

>Aussitdt que mon essai parut, M. MacLaurin eut la 
>bonte de m'avertir de ce d£faut, et il me communiqua une 
» regie qui vaut infiniment mieux que la mienne; en voici 
»la substance, car je n'ai pas conserve la lettre. ..." 

On lit encore, dans les Remarques Pr£liniinaires 
de la traduction de Mercators sailing a la page 35: 

» Ton espere trouver encore dans son grand ouvrage 

>8ur la Methode des Fluxions, qui doit bientdt parattre des 
»6clairci8sement8 sur* ce qui regarde la Figure de la Terre". 

II parait suffisamment etabli, par ces citations, qu'en 1741, 
au moment de l'apparition du traits de Murdoch, le Treatise 
n'etait pas encore imprirae. La formule d'Euler cependant, 
quoiqu'elle ne f&t publico qu'en 1738 au Tome VI des 
Comment. Petropol. , etait connue en Angleterre certai- 
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nement en 1737 et trds probablement d£jfc avant cette date, 
com me nous le voyons dans la dernidre phrase de la note, a 

Tart. 853 du Treatise (54). 

Certainement MacLaurin a 6tudie les tomes I— V des 
Comment. Petropol. avant la mise sous presse da tome 
II da Treatise. En effet, dans les art.* 523, 536, 544, 
570, 826, 853 et 906 de son ouvrage, MacLaurin les cite 
comme des sources ou il a puis£. II ne fait pas mention du 
tome YI, mais les tomes V et VI — dans le dernier desquels 
se trouve la formule (114) d'Euler — ont paru tous les 
deux en m£me temps, c'est a dire en 1788. 

Nous ne pouvons pas douter un instant que MacLaurin, 
ayant trouv£ beaucoup de choses utiles pour son ouvrage 
dans les cinq premiers volumes des Comment. Petropol., 
specialement dans le tome V, n'ait examine aussi les tomes V 
et YI en meme temps. Aussi est-il bien 6tonnant que ce 
tome YI ne soit pas mentionn£ une seule fois dans le 
Treatise. II parait r&ulter des citations nombreuses du 
Treatise, d'une declaration de 1'auteur lui- mem e et d'une 

autre de son ami Murdoch (5a), que MacLaurin lisait tout 

ce que publiaient les bons auteurs qui traitaient les memes 
sujets que lui. II est done certain qu' Euler, dont l'ouvrage: 
Mechanica sive motus scientia analytica expo- 
si ta, impr. en 1736, est cite par MacLaurin dans l'avant- 
dernier alin£a de la preface de son Treatice, n'a pas 
£chapp£ a ses laborieuses recberches. Cela est d'autant mieux 
prouv£ que MacLaurin, dans cette preface, dit trds explicite- 
ment qu'Euler a deja fait la demonstration du probleme dont 
il s'occupe a Tart. 480 du Treatise. Un coup d'oeil dans 
Tlndex du tome YI des Comment. Petropol. aurait fixe 
l'attention de MacLaurin sur la composition d'Euler et lui 
aurait montre aussit6t la ressemblance de leurs formules. 
Cette conformity frappe imm^diatement parce que dans ces 
deux formules, qui ne sont pas Vendues et par consequent 
faciles & comparer, se trouvent les coefficients num&riques 

aussi frappants que remarquables + ifi > ~ 720 et + 30240' 



170 

A la deuxidme page de sa preface, MacLaurin dit: »Dans 
>mon premier essai, je me bornai a d£montrer les principauz 
»cas des propositions contenues dans les quatre premiers cha- 
»pitres du premier livre et dans le premier chapitre du second 
» livre de ce traite, a pea pres de la raeme maniere qu'on 
»les trouvera d6montr£s. Mais ceux a qui je communiquai 
>ces premieres feuilles, me firent observer qu'il serai t a propos 
>d'appliquer la meme m^thode de demonstration aux autres 
> branches de cette theorie et d'adopter an plan plus general". 
Je n'ai pas reussi a decouvrir si ce premier essai a 6i6 imprime, 
mais en tout cas s'il l'a ete, ce ne peut etre que pea de 
temps avant 1737, attendu que l'Analyste parut en 1734. 

A propos de ce premier essai, je me permets de faire 
observer que, dans les quatre premiers chapitres da premier 
livre (art. 8 1 — 139) et dans le premier chapitre du second 
livre (art. 8 697 — 722), c'est a dire dans le premier essai, il 
n'etait nullement question du developpement des formules qui 
ont une relation directe avec la formale d'Euler sub (114). 
Les theordmes sur lesquels cette formule est fondle apparais- 
sent dans le premier volume au chapitre X, art. 352 (pag. 
292 et les suivants) et Ton en trouve l'application dans le 
second volume a Tart. 812 du chapitre IV, l'avant-dernier 
chapitre de 1'ouvrage complet. On peut conclude de tout cela 
que la formule (114) n'a pas £te comprise dans le plan du 
Treatise avant 1737; par consequent la formule d'Euler 
a 6te introduite dans le Treatise apres qu'elle 6tait d£ja 
connue en Angleterre. 

II existe un compte-rendu du Treatise of fluxions 
aux n° 8 468 et 469 des Phil. Transact, de 1742—1743 
oil, a la page 671, on mentionne un traite d'Euler qui se 
trouve dans le tome YII des Comment. Petropol. Ce 
compte-rendu a ete ecrit apparemment par MacLaurin lui- 

meme (56). Mais en admettant meme qu'un autre l'ait ecrit, 

on peut supposer cependant que le rapport a ete lu par 

MacLaurin (5T) et il est assez surprenant qu'il se laissat 

attribuer sans protestation l'honneur d'avoir d&oavert la 
formule (114) d'Euler. Au lieu que, dans ce compte-rendu, 
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la formule (114) soit attribute a Euler, on que da moins 
Euler soit cite & propos de sa decouverte, son nom y est 
completement omis; pas an seal mot n'est dit aa sajet da 
tome VI des Comment. Petropol.; aa contraire l'auteur 
da compte-renda donne a entendre assez clairement que 
l'honnear de l'invention de la formule dont il est question 
ici appartient a MacLaurin. En e£Pet, on lit dans ce compte- 
renda (pag. 671): >Les series d^velopp^es par les moyens 
»usites poor la determination de Taire ou de la fluxion 
> convergent si lentement quelquefois qu'elles sont de peu 
>d'utilite oa ne peuvent point du tout nous servir sans quelque 
» artifice. Par exemple, la somme des 1000 premiers termes 
»de la s^rie de Lord Brouncker, pour le logarithme de 2, 
»est inexacte & partir de la 5* me decimate. Pour edairerplus 
»completement sa methode, l'auteur nous fait voir comment 
>ou pent rem6dier a cetfce difficult^ notamment, en plusieurs 
»cas, par des theordmes derives de la method e des fluxions 
>elles-inemes et qui peuvent nous servir h, l'approximation 
» facile des valeurs des series et & la solution de problemes 
>pour lesquelles on a ordinairement recours & d'autres m£- 
>thodes. Ces th^oremes ont 6t6 donnas dans le premier vo- 
lume, art. 352, etc., mais la demonstration et les exemples 
>8ont places ici, parce qu'ils exigeaient beaucoup de cal- 

>culs (58). Supposons que la base soit 6gale a l'unite et 

>qu'ainsi ses fluxions soient £gales & l'unite, que la demi- 
>8omme des ordonn^es extremes soit representee par a, la 
» difference des premieres fluxions de ces ordonn£es par b, la 
» difference de leurs fluxions 3 mo , 5 me , 7 me , et alternative- 
»ment plus eievees par c, d, e, etc., alors l'aire sera egale a 

b , c d . e 

* a — 12 + "720 "" "30240 + 120 9600 — ' 

»ce qui est le premier theoreme pour trouver l'aire " 

Nulle part MacLaurin ne designe Euler comme etant 
celui qui, le premier, a decouvert la formule (114); seule- 
ment il dit, comme en passant, dans une note, a Tart. 853 . 
du Treatise: >Je profite de l'occasion pour signaler qu'en 
>1789, ayant montre fortuitement les pages 292 et 293 de 
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>ce traits (aprds leur impression) a M. Stirling, il me fit 
» observer qu'un th£oreme analogue au premier de ceux decrits 

»dans Tart. 352 lui avait ete communique par M. Euler". (54) 

A la page III de la preface du Treatise, il est dit 

aussi: >La plus grande partie du premier volume etait im- 

»prim£e en 1737". Or, le premier volume conprend les pages 

1 — 574, le second les pages 575 — 754. L'Analyste parut 

en 1734, le Treatise en 1742. Le premier volume contient 

les bases et le developpement de th^oremes, tandis que dans 

le second volume on trouve en partie Implication, plus 

facile en general, de ces theorem es. Ainsi la plus grande 

partie du premier volume, et, sans doute, une partie consi- 

3 
durable du second, formant ensemble les - environ de l'ou- 

vrage tout en tier, auraient ete acbeve*es des 1737, de sorte 
que cinq annees environ auraient 6te employees a finir et a 
imprimer le dernier quart de l'ouvrage. Ce temps parait de- 
mesurement long si on songe que MacLaurin a travaille 
continuellement au Treatise et n'a eu besoin que de dix 
jours pour ecrire le Traite* sur le Flux et Reflux de 
la Mer. Aussi est-on amene h, se demander pourquoi Mac- 
Laurin se serait si fort presse de faire imprimer la plus 
grande partie du premier volume, tandis qu'il aurait con- 
sacr£ cinq ans a 1 impression du second volume. Doit-on 
croire que le premier essai ait e*te imprime en 1736 ou 1737 
et ait fait partie du Treatise? Gependant nous avons fait 
voir que Tart. 352 du Treatise n'a pas pu se trouver 
dans ce premier essai et doit done avoir 6t6 ajoute* plus tard. — 
Plusieurs fois MacLaurin a publie* des formules et des 
me*thodes decouvertes fortuitement quelque temps auparavant 
par d'autres. Cela est arrive, entre autre, avec le probleme 
dont il est question dans Tart. 480 du Treatise et dans 
un cas qui donna lieu a une dispute entre lui-meme et le 

r£v£rend Braikenridge (59). 

En 1729 deja, MacLaurin (otf), dans une lettre a Martin 

Folkes (1690 — 1754), avait annonce qu'il se proposait de 
publier un traite* d'algebre. MacLaurin mourut en 1746, & 
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Tage de 48 ans, sans avoir execute son projet; ses papiers 
scientifiques furent examines et Ton en tira en 1748: A. trea- 
tise of algebra, in three parts containing — etc. 
qui fat imprime. Or, il se trouve, dans ce traits, une demon- 
stration da parallelogram me de Newton, laquelle, dans ses 
principes, a beaucoup de rapport avec celle de Eastner (1719 — 
1800) dans son oavrage: Aequationum speciosarum 
resolutio Newtoniana per series, imprime en 1743. 
Au sujet de cette ressemblance, Cantor dit: >Cependant 
>nous ne sommes nnllement d'avis qu'il en faille tirer la 

> consequence que MacLaurin ait connu le traite de Eastner. 
»Au contraire, nous sommes parfaitement convaincu de son 
^ignorance de ce traitl". 

A la page V de la preface de ses Mathematical dis- 
sertations on a variety of physical and analyti- 
cal subjects, Londres, 1743, Simpson fait l'observation 
suivante: >La premiere partie, qui est une des plus intfres- 
>santes de tout l'ouvrage, demon tre scientifiquement quelle 

> forme une plandte, ou un corps fluide homogene, doit prendre 
»par suite de sa rotation autour d'un axe. Non seulement ce 
>probldme est traits d'une fa<jon g^n^rale, mais on trouve 
>aussi la demonstration pour des cas particuliers relatifs a 
>un temps de rotation donn£ quelconque. Dans cette demon- 
stration il est prouve que . . . , avec plusieurs autres parti- 
>cularites sur lesquelles personne encore n'a attire I'attention. 
»I1 faut reconnaitre que, lorsque j'ai publie cette demonstra- 
tion, le monde savant a ete singulidrement surpris de ce 
>que le fameux mathematicien M. MacLaurin avait demontre 

> plusieurs des memes choses. Mais ce que je presents ici a 

»ete lu devant la Societe Royale (6V) et la plus grande 

» par tie du present ouvrage etait imprimee plusieurs mois 
>avant la publication du livre de ce savant monsieur". Ce- 
pendant il n'est pas fait mention du nom de Simpson dans 
le Treatise. Faut-il supposer que le Treatise de Mac- 
Laurin de 1742 ait ete antidate? — 

II me semble que, de tout ce que nous venons de signaler 
d'inexplicable et d'etrange, on peut tirer la preuve que Mac- 
Laurin a voulu faire mystere, entre autre, de la formule(114) 
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d'Euler. Selon mon humble avis, il ne peat pas etre question 
ici de priority niais de plagiat. En tout cas, il est absolument 
certain que 1'honneur de l'invention de la formule impor- 
tante sub (114) de cette etude, appartient completement et 
uniquement a Euler et qu'ainsi il est incontestablement juste 
que cette formule porte son nom et son nom seul. 

§ 99. Euler a donne encore la formule (106). Elle est 
developpee dans l'ouvrage de cet Eminent math£maticien a 
la page 221 de son Inst. Gale. Int. En supposant l'aire pr&- 
cedant l'ordonnee A A de la figure 1 de cette etude egale a 
b y il en r£sulte que la formule indiquee dans l'lnst. (aprds 
qu'on y aura chang£ a 6 et <x 7 respectivement en a 9 et a 6 ) est 

parfaitement la meme que celle sub (106) (t>2). 

§ 100. Dans sa Mathematical dissertations on a 
variety of physical and analytical subjects. 
Londres, 1743, pag. 109—119, Simpson (1710—1761) deve- 
loppe la formule (sans y ajouter des termes de correction) 
qui porte son nom, et donne plusieurs ezemples de son ap- 
plication. A la page VII de la preface, il fait observer: » Cette 
>m£thode 6tait originairement une invention de Sir Isaac 
> Newton, continue depuis par M. de Moivre, M. Stirling, 
>et d'autres. Cependant, comme je ne pretends ici a rien 
>qu'a la liberty de traiter le sujet de la maniere qui me 
> par ait la plus claire et la plus satisfaisante pour le lecteur, 
>je ne vois pas pourquoi je n'aurais pas le meme privildge 
»que d'autres". ' 

La voie suivie par Simpson dans le dlveloppement de sa for- 
mule est pr£cis£ment la meme que celle que nous avons indiquee 
ci-dessus, dans le §4. C'est a dire (pag. 109 de ses Math, 
diss.) que Simpson divise la base de la figure curviligne en 
2 m parties egales = h et 61eve les ordonn£es A a, Bb, Cc, 
Dd, fie, etc. sur les points de division B, C, J9, E, etc. et 
sur les points extremes A et X de cette base, 6tant a, 6, c, 
d, e, etc. les points oil ces ordonn£es p assent par la courbe 
limite. La figure est divide ainsi en 2 m bandes de m£me 
largeur. II calcule 1'aire des deux premidres bandes ensemble, 
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en supposant, comme Newton l'a indiqul, que la partie de 
la courbe limite, qui se trouve entre A a et C c, est rempla- 
c6e par une portion d'une parabole du second degr6, et il 
trouve, pour cette aire, comme Cotes et Stirling avaient 
d£ja trouv6 avant lui: A (.4 a + 4 J? 6 -j- Cc). Ensuite Simpson 
fait remarquer (pag. 110) que l'aire du reste de la figure 
pent aussi etre d£termin6e approxiinativement de la ni€me 
maniere, et que, par consequent, l'aire des deux bandes sui- 
vantes est a peu prds 6gale a h(Cc + 4 D d -f* Ee); celle 
des deux bandes qui suivent ces dernidres & h (Ee -f- 4 Ff -f* Gg) ; 
etc. En additionnant les aires approximates de toutes les 
bandes, il trouve l'aire approch6e de toute la figure exprimfo 
par une formule comme celle qui est d^veloppee ci-dessus, 
dans le § 4. 

La formule de Simpson n'6tait point la plus importante de 
ses d&ouvertes et elle 6tait nouvelle seulement comme appli- 
cation tres utile d'une formule qui, deja en 1709, avait 6t6 
communique par Cotes (pour n = 3; voyez aussi § 92 et le 
dernier alin£a du § 95). 

§ 101. Outre les formules d'approximation dont il a 6i6 
question ci-dessus, il y en a encore d'autres dans lesquelles 
la base de la figure est suppose aussi divis£e en parties 
6gales et ou l'aire de la figure est exprimee en fonction 
d'ordonnees a mesurer et en termes de correction dont les 
coefficients different cependant de ceux des formules trouvees 
ci-dessus. Mais on peut toujours deduire ces formules de 
celles developp^es dans cette etude. 

Si Ton prend, par exemple, la formule de Legendre 
(1752 — 1833) developpee dans son Traits des Fonctions 
elliptiques, Paris, 1826, Tome II, pag. 577, sub (6), on 
la retrouve par l'addition de la formule (114) au double de 
celle sub (129) de cette 6tude, en y representant 

2(^1 +y*) +9% + y* + • • • + y— 1 P ar M * 
y'l+y'a + y's+.-' + y'n par n 

et la distance h des deux ordonn6es cons&utives y p et y p +\ 
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ou des deux ordonnees cons£cutives y' p et y' p+ \ par #. On 
trouve alors, de inSme que Legendre, 

Si Ton indique la distance de y p a y' pJ c'est & dire - * = A, 

on retrouve, en nlgligeant les termes de correction, la for- 
mule de Simpson sub (2) de cette £tude-ci. 



SECONDE P^RIODE. 

Diylsion de la figure en bandes de largenr inlgale. 

§ 102. En 1814, le c&6bre Gauss (1777—1855) fit con- 

naltre la m£thode d'approximation qui porte son nom (63). 

Son eldve Encke (1791 — 1865) fait l'observation suivante sur 
le d£veloppement donne par Gauss a sa propre m&hode, et 

sur cette m&hode elle-meme (64). 

» Gauss parvient a ses r&ultats au moyen d'une induction 
» difficile g£neralis£e par la m£thode dite de Eastner, m£thode 
»dans laquelle il d^montre que si une Equation convient au 
»nombre n, elle convient aussi au nombre n + 1. Ainsi une 
» demonstration directe etait tres desirable et la grande 
»siinplicite et 1 'Elegance des r£sultats de Gauss faisait pr&u- 
»mer la possibility d'une demonstration simple. Jacobi en fit, 
»dans le Journal de Crelle pour la math£matiqne abstraite 
»et appliqu£e (1826), tome premier, page 301, connaitre une 
>qui 6tait si simple et, Ton pourrait dire d£riv£e si directe- 
>ment de la nature du probleme, qu'il faut la consid&rer 
»sans hesitation comme la demonstration cherch£e. 

» Gauss s'£tait probablement flatte que son mode d'int6- 
>gration aurait plus de sacces qu'il n'en a rencontr£ dans la 
> suite. Au temps oil j'&udiais sous sa direction, il 6tait occup€ 
>de son traits ; il m'en confiait, pour en faire une copie, les 
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>feuilles manuscrites que je garde encore comme un souvenir 
>de grande valeur. Peut-etre le calcul des deviations de 
» Pallas, auquel, dans ce temps-la, il travaillait avec beaucoup 
»de zele, avait-il quelque rapport avec ces rechercbes? Autant 
>qu'il m'est permis de le croire, il ne s'est pas servi plus 
>tard de sa metbode d'approximation ce qui n'est pas difficile 

>& expliquer d'ailleurs (oo), car, en general, l'application de 

>cette methode ne pent se faire que trds rarement quand il 
>s'agit de fonctions qui coinprennent des periodes etendues. 
>Seulement dans le calcul de la valeur nunie'rique d'une 
> integrate parfaitement d^finie, calcul qui ne pent £tre effects 
>que trds difficilement d'une autre maniere, on pourra appli- 
>quer cette metbode avec success, comme Gauss lui-mSme l'a 
»fait voir dans son traits, avec Integration de 



/ 



dx 



log d 



ide ir= 100 000 jusqu'a x = 200 000, qu'il execute en 
» maniere d'exemple. 

>L'induction difficile par laquelle Gauss (66) parvient & 

»ses r^sultats, il l'applique aussi dans la section premiere, 
>ou il d^veloppe lea expressions de Cotes pour des ordonnees 
»qui appartiennent a des intervalles egaux des abscisses, et 
>3p6cialement Ik ou il determine le degr6 d'exactitude auquel 
»on peut s'attendre avec chaque nombre d'ordonn£es qu'on 
»adopte". 

§ 103. Plus tard, plusieurs matheraaticiens (67) sont par- 
venus, au raoyen d'uue demonstration beaucoup plus simple 
et plus facile h, suivre, aux memes resultats que Gauss. Nous 
indiquoDS, par exemple, la demonstration courte et elegante 
qui se trouve dans le Traite de calcul integral par 
J. Bertrand, Paris, 1870, pag. 339. 

D'autres matbematiciens ont generalise la methode de 
Gauss. Ainsi Lobatto qui, dans son ouvrage Lessen over 
de Integraal-Rekening, La Haye, 1852, §§ 207—210 
propose, lorsqu'on se sert de 2 m -f- 1 ordonnees a mesurer, de 

19 



I 
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mettre aussi en compte les deux ordonnees limites et I'or- 

donnee m^diane, qui correspondent avec x x = etx^ m = + ^, 

et il donne les formulas necessaires a cette fin. Christoffel 

fait connaitre, en 1858, dans le volume 55 du Journal de 

Crelle (Borchardt), pag. 61 — 82, une methode (68) 

pour le calcul de la valeur approximative de l f int£grale 

h 

<P(x)dx, si la condition est pose'e que les ordonne'es de 
o 

m abscisses #, , x 2 , . . . x m , prises arbitrairement, sont con- 
nues et qu'il faut calculer encore n abscisses x\, a?' 2 ,... z' H , 
dont les coordonnees, jointes a ces m ordonnees, doivent 
faire connaitre la valeur approximative de l'int£grale pour 
ces (m + ft) ordonne'es aussi exactement que possible. 

§ 104. Dans la suite on a trouve de nouvelles formules 
dont les plus importantes sont celles d'Hermite-Tchebi- 

chef (69), tandis que celles qui existaient deja sont develop- 

pees suivant des regies plus simples (70). 

Nous ferons observer ici que, dans le premier chapitre de 
cette e~tude, nous avons 6nonce une rdgle qui semble sur- 
passer par sa simplicity et sa facility de generalisation toutes 
celles donn£es jusqu'a present. 

De cette regie generate, on peut deduire, d'une facon trds 
aise*e, non seulement lea formules de Newton-Cotes, Mac- 
Laurin, Gauss, etc. mais encore toute formule d'approxima- 
tion devant satisfaire a des conditions speciales et qui, dans un 

cas donne* Qy, peut 6tre preferable a n'importe quelle 

autre formule connue. 

Nous croyons que, grace a cette regie, l'approximation de 
l'aire de figures curvilignes, passe des hautes math6matiques 
aux mathe'oiatiques inferieures. 
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Notes 1 )* 

CO V°y ez: Thomas Simpson. Essays on several Cu- 
rious and Useful Subjets, In Speculative and 
Mix'd Mathematicks, pag. 102, ou J. Bertrand. 
Trait* de Calcul differentiel. § 348. 

fs) Soit donnle, par exemple, l'expression 
J=g{0,36. y - 1 t y+1 + 0,32. ^- 8 t y+8 + 

+ 0,22. y - 8 + y+8 + 0,10 y -'j" y+< }, 

alors m = 4. Nous partageons, fig. 3, la base de la figure, 
c'est & dire A J, par 2m-l = 7 points en 2 m = 8 parties, 

de telle maniere que DE = EF=* ' ° = 0,18ff, CZ> = 

= ^ (? = W? == o,16^, etc. 

Qm Simpson a d£j& fait cette observation, voyez: Thomas 

Simpson, The Doctrine and Application of 
Fluxions, Londres, 1750, I, pag. 199. 

Entre autres : J /(*) V{\ + *>) dx ; J ^f^" ; 

/fix) Ax . . 

- =-; etc. aussi pour a? = sin <p, cos <p, etc. 

(5) Les ordonn&s y±<,*+i)» y±<i*+2)> • • • y± P peuvent se 
trouver aussi, soit toutes, soit quelques-unes seulement, entre 
les ordonn^es extremes de la figure A' A et R B. 

Mn Voyez: Thomas Simpson, The Doctrine of An- 
nuities and Reversions; Londres, 1742, Problem XXXI. 



1) Nous n'avons pas toujour* indiqal les sources aniqnellos nous avons paiae* 
pour reMiger la Notice historique du Chap. VIII. Dans le $ 91 et les $$ sui- 
▼ants, se trouvent qnelques fragments empruntes a Cantor: Vorlesungen, 
Bnestrom: Bibliotheca, et d'autres auteurs, sans qu'il en ait Ite* fait mention. 
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lj La sensibilite d'un instrument de pesage, une balance 

par exemple, peut se representer par une courbe A 2?, fig. 1 , 
dont, par rapport aux axes AX et A r T\ l'abscisse d'un 
point de cette courbe represente la charge P et l'ordonnle 
de ce point la sensibility de l'instrument pour la charge P. 
II est Evident que I'equation de la parabole qui se confond 
approxiuiativement avec la ligne A B pourra s'obtenir le plus 
exactement au moyen de quelques pesees si les charges em- 
ployees et intermediates entre P = et P = charge maxi- 
mum vont croissant dans la meme proportion que la lon- 
gueur des abscisses suivant Gauss. 

(Sj J. F. Encke. Gesammelte mathematische und 

astronomische Abhandlungen, Berlin, 1888,1, pag. 124. 

9) Voyez la table C, pour n = 3 : 0,5 — 0,3873 = 
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— 0,1127 = ± I. 
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10) Les premiers hommes inscrivaient sur la pierre au 

moyen d'hieroglyphes les principes des connaissances dont 
les pretres egyptiens et lesChaldeens faisaient mystdre. Lesparat: 
Metrologies constitutionnelle et primitive corn- 
parses entre el les. Paris, 1801, Tome second, pag. 53. 

rm Ghasles: Aper9u historique sur l'origine et 

le d6 veloppenient des m6thodes en Gdom^trie, 
particulidrement de celles qui se rapportent a 
la G6ora6trie raoderne. Bruxelles, 1837, l er Chap. §46 
et 2^me Chap. § 1. Id. Paris, 1875, pag. 487—488. 

(12) Ce n'est que depuis le commencement du XVIII&me 

siecle que le rapport de la circonfSrence d'un cercle a son 
diametre est indique par la lettre grecque a*. Tres probable- 
ment la premiere fois par William Jones, dans un ouvrage 
im prime a Londres en 1706. Yoyez: Bibliotheca mathe- 
matica; Journal d'histoire des math£matiques, 
public par G. Enestrom, Stockholm, 1889, pag. 28 et 1894, 
pag. 106. 

(13) Dr. A. Eisenlohr: Ein mathematisches Hand- 
buch der alten Aegypter (Papyrus Rhind des 
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British Museum) Leipzig, 1877, I, Com men tar, pag. 124 
et 177 »). 

On trouve dans ce papyrus — qui a 6\& la propri£te de 
l'anglais Bhind, mais qui, a present, est gard£ au British 
Museum — la solution d'un grand nombre de questions de 
g£ometrie pratique, telles que le mesurage de terrains et de 
solides (cubes, cylindres, cdnes et pyramides), la division de 
figures, etc. Gependant le papyrus ne contient aucune demon- 
stration des formules fondamentales, de sorte que Ton peut 
en conclure qu'en 1700 avant Jesus-Christ le rapport entre 
l'aire d'un cercle et celle d'un carr£ construit sur son diamdtre 
etait d£ja connu depuis longtemps. 

Quoique ce papyrus nous donne la premiere expression 
connue jusqu'a present pour l'aire approximative du cercle, 
cela ne nous prouve nullement que cette expression n'ait 
pas ete trouvee un grand nombre de siecles auparavant. Qui 
dira pendant combien de temps on s'est servi de cette expres- 
sion avant qu'elle fiit recueillie dans le papyrus? La date du 
document qui en fait mention pour la premiere fois ne peut 
etre consider^ comme la date de sa decouverte. 

Et il est tres probable que l'archfologie, qui penetre de 
plus en plus dans le pass£, trouvera des centres de civilisa- 
tion plus anciens et plus developpfe encore que l'Egypte 17 
siecles avant J&us-Christ. 

Les premieres tentatives pour decouvrir le rapport entre 
l'aire d'une figure limitee par des lignes droites et celle d'un 
carrl pris comme unitl de surface, ne peuvent pas etre 
beaucoup plus anciennes que celles pour decouvrir un rap- 
port approximatif de l'aire d'un cercle a l'aire du carr£ de 
son diametre. II est permis de supposer que la recherche de 
la quadrature du cercle se perd dans l'antiquit6 la plus 
reculfe. 

(14) Les fouilles faites en Perse et a Babylone et ex6cut£es 

sous les auspices dies gouvernements fran9ais et alleniand, ont 



('note @) 



1) Voyez ( note (l8) ) Hoefer: His to ire etc., pag. 68. 
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fait connaitre une civilisation eteinte depuis plus de 50 sieclee 1 ). 
Les anciens Grecs ne datent que d'hier. 

La chronologie des Pharaons nous ramdne deja a quarante 
siecles avant Jesus-Christ. Et on sait qu'il y a peu de temps 
on a retrouv^ les 282 articles de la loi divine que le Moise 
babylonien, le h6ros puissant, le sage prince Hammurabi, 1000 
ans environ avant la legislation du Sinai, re<jut du Dieu- 
Soleil Samas en personne, qui les avait Merits de sa propre 
main pour les communiquer au peuple babylonien. 

Ces articles de loi t6moignent d'une haute civilisation, et, 
pour la profondeur et la finesse de la pensle, la concision, 
la clart£ de l'expression, beaucoup d'entre eux ne sont point 
inferieurs auz meilleurs articles de loi appliques a present 
dans les pays les plus civilises s ). 



1) II n'y a guere plus de soixante anuses que le premier coup de pioche a 
6te donne* en Mlsopotamie pour remettre an jour lee vestiges (Tune civilisation 
enfouis depnis des million d'annees sous la poussiere et le sable. Ce fut entre 
1840 et I860 environ que, sous la direction da consul francais Emile Botha, 
on a dlterre, pres des ruines de Ninive, les nombreui deliris du palais de 
Sargon, le roi de l'Assyrie. 

Les mines dloouvertes dans ce court espace de temps ont deja fourni une 
multitude enorme de documents et d'objets d'art qui, rapproches des decouver- 
tes faites sur la terre egyptienne, ont change* completement les idles que nous 
avions sur le developpement de la civilisation. Des Ipoques com me cellos com- 
prises entre 4000 et 3000 ans avant Jlsus-Christ, pendant lesquelles on pouvait 
supposer que l'humanite avait ete* dans un etat de civilisation tout a fait pri- 
mitif et dont aucun document ne te*moignait, nous apparaissent maintenant sous 
un autre jour. Des monuments portant des inscriptions nous font voir, en detail 
memo, que les peuples anciens avaient atteint un degre* de civilisation surprenant, 
aussi bien dans l'ordre intellectuel que dans l'ordre purement matenel. 

2) Voyez Lesparat, Tome second, pag. 55 (1). 

La decouverte du monument d'Hammurabi, representant le roi recevant du 
Dieu-Sofoil Samas des lois pour son peuple, est dlcrite en detail dans la D6- 
legation en Perse; Memoires publics sous la direction de J. de 
Morgan, Tome IV, par B. Scheil. 

2250 ans environ avant Je*sus-Christ, Hammurabi a uni la Babylonie du 
Nord a cello du Sod et en a fait ainsi un grand empire. On le trouve cite dans 
la Genese: XIV, sous le nom d'Amraphel, comme contemporain d' Abraham. 

Voyez aussi: F. Delitzch: Babel undBibel, Leipzig, 1903, pag. 8 et 9, 
et id Zweite Vortrag fiber Babel und Bibel, Stuttgard, 1903, pag. 
24 — 26. Pater Bonus: Zeitschrift fur kirchliche Wissenschaft und 
Praxis, herausgegeben von Domkapitular Dr. P. Einig, Trier, October 1902, 
etc. Stimmen aus Maria Laach, Katholische Blatter, Freiburg im 
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Y a-t-il lieu de croire maintenant que les math£maticiens 
egyptiens les plus habiles, ceux du temps du roi Hammurabi 
par exemple, n'auraient eu qu'une approximation tres peu 
precise de x, telle que *r = 3, comme l'ont soutenu divers 
auteurs? Et n'a-t-on pas, beaucoup trop a la 16gere, prltendu 
qu'il en fut de merae des Israelites, qui v^curent dans la 
periode la plus glorieuse de l'histoire d'lsrael, c'est a dire au 
temps de la construction du temple de Salomon (environ 
1000 avant Jesus-Christ)? Et, pour risquer une pareille affir- 
mation, on s'appqyait uniquement sur ce fait que, jusqu'a 
present, on n'a trouv£ aucun texte ni inscription de ces 
temps 61oign£s qui prouvat le contraire. Un simple mesurage 
direct sur un cylindre fait voir aussitdt que le rapport 
?r = 3 est trop petit et le moyen arithm&ique, tir6 d'une 
dizaine de mesurages sur des cylindres divers, fait connaitre 
une valeur de ?r, dont la premiere decimate est certainement 
exacte et dont la seconde ne di£f£rera pas sensiblement de 
ce qu'elle doit etre. Ainsi, suivant moi, il ne faut pas, du 
manque de preuves definitives, conclure qu'un peuple n'a 
pas connu une valeur tres approchee de n. Je crois au con- 
traire que chaque peuple de l'antiquit£ ayant atteint une 
civilisation relativement avanc£e doit avoir connu uoe valeur 
assez exacte de t. 

II me semble meme que le fait est prouve indirectement 
par les m^t bodes employees dans la plus haute antiquite par 
les Chaldeens, les Indiens, les Persans, les Arabes, les Tar- 
tares, etc. pour le calcul des eclipses. Ces m£thodes sont 
telles que, meme apres cinq a six mille ans, ainsi que le fait 
observer Bailly, pag. 114 de son Histoire de 1 'astrono- 
mic ancienne, elles ont donne, pour les deux Eclipses de 
lune observes aux lndes, les 23 d£cembre 1762 et 30 aout 
1765, dont parle Legentil, le moment de leur commencement 
a 22 minutes pres, malgre les variations des mouvements 
moyens du soleil et de la lune, dans un espace de temps 



Breisgau, 1903, 4e, Be and 6e Heft, pag. 505, note 1, et 516, reg. 29—81. 
Babylon and Christentam von F. X. Kugler, Freiburg im Breisgaa, 1903, 
JSrstee Heft, pag. 3. 
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aussi considerable. II faut remarquer, toujoars avec Bailly, 
que pour ces deux Eclipses, les Braines ont donne* plus 
exactement le temps de la duree, que les tables de Maier, 
les plus exactes que nous ayons 1 ). 

II est notoire que les anciens pr£tres 6gyptiens savaient 
predire les Eclipses avec la plus grande exactitude 9 ). II faut 
done que la science astronomique qui les a conduits a des 
resultats aussi £tonnants fut aussi dereloppee que celle 
d'aujourd'hui, au moins pour ce qui concerne les mouvements 
moyens du soleil et de la lune 3 ). 

Ainsi, je le repete, on aurait tort de conclure que les 
peuples anciens qui comptaient tant d 'ho mines savants, ne 
connaissaient pas de valeur tres approch£e de ar, encore que 
des preuves directes n*en puissent pas etre donne'es. 

(to) B. P. Moors: Le Systeme des Poids, Mesures 

et Monnaies des Israelites d'apres la Bible. 
Paris, 1904. 

(To) Moritz Cantor: Vorlesungen fiber Geschichte 

der Mathematik, I, Leipzig, 1880, pag. 91, 161 et 
172—174; EnestrSm; Bibliotheca, 1902, pag. 7—62 et 
342—849; 1903, pag. 13—18 et 118—126. 

(l7) Enestrom: Bibliotheca, 1900, pag. 514. 

(T«) F. Hoefer: Histoire des mathe'matiques depuis 

leurs origines jusqu'au commencement du 19^ me 
sidcle, Paris, 1874, pag. 203—217. 

Dr. Heinrich Suter: Geschichte der mathematischen 
Wissenschaften, Zilrich, 1873, pag. 74—81. 

H. G. Zeuthen: Geschichte der Mathematik im 
Alterthum und Mittelalter, Kopenhage, 1896, pag. 
178—183, et 

Enestrom: Bibliotheca, pag. 13 et 14. 

U9) Dans un ouvrage traduit, en 1270, de l'arabe en 



1) Lesparat, Tome IT, pag. 78, et F. X. Kugler: Zur Erklarang der 
Babylonischen Mondtafeln, I (Zeitschrift far Assyriologie XV, 
pag 178). 

2) Lesparat, II, pag. 85, et Enestrom, Bibliotheca, 1901, pag. 156—160. 
8) Lesparat, II, pag. 97. 
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h£breu et, en 1864, par H. Schaper de l'h£breu en allemand 
et annotl par le Docteur M. Steinschneider, public dans le 
Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, Leipzig, 
1880, Abhandlungen zur Geschichte der Mathe- 
matik, se troave, & la page 19/20, la regie suivante pour 
l'aire du cercle: >Multipliez le diamdtre par lui-meme et 
»levez de ce produit an septidme et un demi-septidme, le 
>reste est 6gal & l'aire cherchee". Ainsi nous retrouvons ici, 
quoiqu'il n'y paraisse pas tout d'abord, 

»- ^, car(2r)>- (J + £) (2r)»-4 (l - 1) •»- 

A U 1 22 » 

Voyez aussi Enestrom, Bibliotheca, 1902, pag. 259 — 272. 
(20) Chasles, Aper9u etc. Paris, 1875, pag. 487—491. 

(2i) Bien qu'il soit adinis g^neralement que la valeur 

approchee v = V^IO nous vient des Hindous, on n'a pas reussi 
jusqu'ii present a etablir avec certitude comment il sont par- 
venus a cette valeur. Voyez Palestine Exploration 
Fund. Quarterly Statement, 1899. London, pag. 283. 

Voyez pour l'histoire du probldme de la quadrature du cercle: 

Enestrom, Bibliotheca: 1893, pag. 53; 1896, pag. 39 
et 81; 1900, pag. 269, 270, 271 et 500; 1901, pag. 48 et 
224; on y trouve aussi une serie de titres d'ouvrages sur ce 
sujet, publics depuis peu. 

Dans les registres de Cantor, Yorlesungen etc., on 
trouve, dans chacun des trois volumes dont l'ouvrage se 
compose, sous la lettre P, une s£rie de valeurs approch£es de 
t, avec Thistoire de leur origine; voyez aussi tome II, pag. 
544, note, des Vorlesungen etc. 

J. Button, De Quadratura circuli, Lyon, 1559. 

J. E. Montucla, Histoire des recherches sur la 
quadrature du cercle, Paris, 1881 (Ouvrage tres apprecie). 

Hoefer, Histoire etc. pag. 351. 

Dr. O. Schlomilch, Dr. E. Eahl und Dr. M. Cantor, Zeit- 
schrift fur Mathematik und Physik (Historisch- 
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literarische Abtheilung) Leipzig, 1875, pag. 29. 

D r . S. Gunther, Ziele und Resultate der neueren 
mathematisch-historische Forschung. Erlangen, 
pag. 72-75 et 101. 

H. Schubert, Die Quadratur des Zirkels in beru- 
feuen und unberufenen E op fen, Hamburg. 1889. 

F. Rudio, Archimedes, Huygens, Lambert, Le- 
gendre. Vier Abhandlungen fiber die Ereismes- 
sung, mit einer Uebersicht uber die Geschichte 
des Problems von der Quadratur des Zirkels von 
den altestenZeiten bis aufunsereTage versehen. 
Leipzig, 1892. 

Mathematischer Biicherschatz von D r . Ernst 
Wolffing. Leipzig, 1903. I. Teil. Reine Mathematik. 
Quadratur des Ereises et Quadratur. 

(22) Ce savant allemand est plus connu sous le nom la- 
tinise de Stiffelius (1486-1567). 

(23) Duchesne naquit a Ddle, en France. Cependant il 

doit etre venu tres jeune en Hollande, oil son nom se changea 
en celui de Simon Van der Eycke, ou van Eick, latinis£ 
Simonis a Quercu. En 1584, il demeurait a Delft, ou il etait 
>privaat docent M ; il vivait encore en 1603. Voyez aussi: 
Nouvelle Biographie G6n6rale par le D r . Hoefer. 
Paris, 1855; Biographie N£erlandaise par le D r . D. 
Bierens de Haan. Rome, 1883; Cantor, Yorlesungen etc., 
II, pag. 544, et Enestrom, Bibliotheca, 1888, pag. 36. 

(24) Suter, Geschichte etc., pag. 171 et Zeuthen, Ge- 
schichte etc., pag. 70 et 71. 

(25) A. Arneth, Die Geschichte der reinen Mathe- 
matik in ihrer Beziehung zur Geschichte der 
Entwickelung des menschlichen Geistes, Stutt- 
gard, 1852, pag. 192 et 223. 

(26) Hoefer, H!istoire etc., pag. 364, et Enestrom, Bi- 
bliotheca, 1902, pag. 273—275. 

(27) Enestrom, Bibliotheca, 1888, pag. 36: 1902, pag. 
274, et Cantor, Yorlesungen etc., II, pag. 552. 



187 

(28) La distance moyenne de la terre au soleil est de 148 
millions de kilometres ou 148 000 000 000 metres. 

(29) >Le micron est un millieme de millimetre. Arme* da 

> microscope le plus puissant qui puisse exister, l'ceil sera inca- 
pable d'apercevoir aucun objet plus petit qu'un dixieme de 
i micron". (Revue des deux m on des, 1 juillet 1902, 
pag. 216). 

(30) Histoire de l'Acad^mie des Sciences, Paris, 
1719, pag. 185. 

(3U Chasles. Aper9u etc. Paris, 1875, pag. 90. 

(32) Chasles. Aperfu etc. Bruxelles, 1887, Chap. 2, § 15. 

(33) Christiaan Huygens. Theoremata de Quadra- 

tura Hyperboles, Ellipsis et Circuli etc. 1651. 

Ordinairement les fran9ais e*crivent Huyghens, les alle- 
mands Huygens, les anglais Hugens; toutes les lettres qu*on 
possdde encore de l'illustre geomdtre-physicien hollandais sont 
signe*es Hugens. Son veritable nom est tel que nous l'avons 
ecrit ci-dessus. 

Yoyez aussi: Enestrom, Bibliotheca, 1900, pag. 511. 

(34) Philosophical Transactions, n°. 84, etHoefer, 
Histoire etc. pag. 452. 

(35) Son veritable nom est Eauffmann, dont Mercator est 
la traduction latine. 

(36) Enestrom, Bibliotheca, 1900, pag. 90—92 et 
1901, pag. 77—85. 

(37) Ce traits parut en 1704. Newton l'avait probablement 

compose' avant 1668. Sa Methode des Fluxions, com- 
menced deja en 1671, ne vit le jour qu'en 1786, longtemps 
aprds sa mort (Encyclopedic m^thodique. Mathema- 
tiques. Tome II, Paris, 1785, pag. 687; Sir lsaak 
Newton's Leben nebst einer Darstellung seiner 
Entdeckungen von Sir David Brewster, dbersetzt 
von Goldberg, Leipzig, 1883, pag. 155, et Cantor, Vorle- 
sungen etc. Ill, pag. 61). 
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(38) Leibnizens mathematische Schriften, her- 

ausgegeben von G. J. Gerhard t, Berlin, 1849, 1® Abtheilung, 
Band I, pag. 183. 

(39) James Gregory, dont il est question dans le § 92, 

6tait un savant trfes considere en Angleterre dans les ques- 
tions de inathematique. 

Dans le uumero dn 13 juillet 1668 des Philosophical 
Transactions, publiees par la Society Royale dont Newton 
devint president peu de temps apres cette date, Gregory 
contestait une demonstration de Huygens 1 ). II ttait en cor- 
respond ance scientifiqae avec Collins, qui etait membre de la 
Soci£t6 Royale et il etait ami de Newton, Leibniz, Brouncker 
et d'autres savants c^lebres du XVII* me siecle. II a public 
des recherches sur des series infinies — sujet dont, plusieurs 
ann£es auparavant, Newton s'&ait ddija occup£ aussi. 

La question se pr&ente maintenant de savoir si Newton, 
lorsqu'il dcrivit a Leibniz la lettre du 24 octobre 1676, plus 
de huit annees apres la publication des Exercitationes 
etc. de Gregory, connaissait, de cet auteur, les formules 
d'approximation que nous avions en vue dans le § 92 ci- 
dessus 

II nous parait fort probable que Newton a lu les ouvrages 
de Gregory et que ces formules l'ont frappe. II est a pr6- 
sumer £galement qu'il en a saisi imm6diatement les points 
defectueux et qu'il les a corrigees et am&iorees de fa9on a 
en gen£raliser l'usage. 

Tout ceci n'est qu'une hypothdse, mais une hypoth&e qui, 
a nos yeux, a de grandes chances de probability. Cependant 
nous devons ajouter que nous n'avons trouve nulle part de 
mot, dont on pHt con dure que Newton aurait regu de Gre- 
gory Vid6e premiere de ses formules d'approximation; nulle 
part nous n'avons pu constater que Newton en ait tir£ parti. 

(40) Ce principal ouvrage de Newton, le plus beau peut- 

etre qu'ait produit la pens£e humaine, a eu plusieurs Editions. 
Nous en connaissons sept. Ce sont, par ordre de date, les 



1) Enestrom, Bibliothoca, 1901, pag. 77—85. 
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suivantes (lea quatre premieres ont para du vivant de l'auteur) : 

la l ro parut a Londres, en 1687; elle fat pablie'e sur les 
instances de Halley. (Voyez la Preface de cette Edition qu'on 
retrouve dans l^dition de 1723 et dans celle de 1726); 

la 2 ifeme , a Londres en 1718, par les soins de Cotes et 
aux frais de l'^vSque Richard Bentley (voyez le dernier alinla 
de la Preface); 

la Sitae a Amsterdam, en 1723 (editio ultima). Dans cette 
Edition, on trouve aassi la Method as differentialis 
dont noas parlerons plus tard; 

la 4^ me a Londres, en 1726, par Pemberton (tradaite en 
allemand: Sir Isaac Newton's inathematische Prin- 
cipien der Natnrlehre yon Prof. Dr. J. Ph. Wolfers, 
Berlin, 1872); 

la 5^ m e f u t faite par Tessanek (tradaite en fran^ais par 
la marquise da Chatelet, 1756); 

la 6^ me parut a Geneve en 1760, accompagnfo de com- 
mentaires par les B. P. Le Sear et Jacqaier, et 

la 7 iem e fut publtee a Londres en 1779—1785 par le Dr. 
Horsley. Cette Edition contient aassi toas les aatres oavrages 
de Newton. 

Le c&dbre philologue Bichard Bentley avait la plus haute 
estime pour les Principia de son trds illustre ami Newton. 
II les recommandait sou vent dans ses predications anglaises 
et latines comme an rempart contre Timpiet^ et com me une 
revelation de la magnificence deDieu(Sir Isaac Newton's 
Leben etc. de Goldberg, pag. 239 et 240). 

(4n Cette proposition se trouve dans l'ldition des Prin- 
cipia de 1723, pag. 446; dans celle de 1726, pag. 486; 
dans celle de 1760, pag. 582, tome III, avec des eclaircisse- 
ments dans la note 76 a la page 43 du premier volume, et 
dans la traduction de Wolfers, pag. 467 — 469. 

(4£) Cette Methodus differentialis ne se trouve pas 

dans les editions des Principia de 1687, 1713 et 1726; 
elle se trouve bien dans l'6dition d'Amsterdam et dans celle 
de Horsley, tome I; encore, reuni avec plusieurs autres 
oavrages de Newton, dans: Isaaci Newtoni, Opuscula 
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mathematics, philosophica et philologica, pu- 
blics par Castellan, Lausanne et Gendve, 1744, tome I, pag. 
273-282 (Edita Londini 1711) J ). 

(43) Voyez le Postscriptum de la Propositio VII dans la 

De Methodo differential! Newtoniana de Cotes et 

la note (39) (qui est applicable en partie aussi a Cotes). 

(&) Voyez dans l'edition de 1722 a la page 33 de la 

Methodo differentials Cependant Grunert: Archiv 
der Mathematik und Physik, tome XIV, pag. 287, 
fait observer que le traits de Cotes: De Methodo etc. se 
trouve aussi a la page 86 d'un recueil de divers traites de 
Cotes publie sous letitrede: Opera miscellanea Rogeri 
Cotes ou Aestimatio errorum in mixta mathesi, 
per variationes partiam trianguli plani et sphae- 
rici, auctore Rogero Cotes, Lemgoviae, 1768. 

(45) Methodus Differen tialis: sive tractatus de 

summatione et interpolatione serierum infini- 
tarum, Londres, 1730. 

Maximilien Marie: Histoire des Sciences Mathema- 
tiques et Physiques, Paris, 1883—1888, Tome VII, 
pag. 265, fait mention de Rome au lieu de Londres et ajoute: 
i>et dont il donna une nouvelle Edition, en 1764". Dans Toeuvre 
de Stirling que j'ai sous la main et que je cite, on trouve 
sur le frontispice la mention >imprimee a Londres en 1730" 
par Gul. Bowyer (Voyez Enestrom, Bibliotheca, 1886, 
pag. 43). 

(46) Voyez concernant les termes auxiliaires que donne 

Stirling : 

Archiv der Mathematik und Physik von Grunert, 
Theil XIV, art. XX, §§ 1 et 13, et 

R. Lobatto: Lessen over Integraal-Rekeni<ng, La 
Haye, 1852, §§ 198 et 199. 

(47) MacLaurin's: Account of Sir Isaac New- 
ton's Philosophical Discoveries, Londres, 1748, 



1) Voyez Enestrom, Bibliotheca, 1893, pag. 90/91. 
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public par Patrick Murdoch (mort en 1774). Une biographic 
de MacLaurin par Murdoch, qui 6tait son eleve et ami, pre- 
cede l'ouvrage. Une seconde edition fut publiee en 1750. II 
existe une traduction de l'ouvrage de 1748: Exposition 
des Decouvertes philosophiques de Newton, tra- 
duit de l'anglais par Lavirotte, Paris, 1749, pag. xxvj. Dans 
cette e*tude, nous ne citons pas l'ouvrage original mais seu- 
leinent cette traduction. 

(48) Lea chiffres entre parentheses ( ) correspondent avec 
ceux des formules developpees dans cette 6tude. 

(49) Dans Tart. 849, MacLaurin deduit la formule pour 

5 ordonne'es, laquelle, sans les termes de correction, est ap- 
pelee d'apres Cotes. MacLaurin trace preincrement, comme 
nous l'avons fait dans le § 74, une ligne parabolique par les 
sommets des ordonnees y lf y 3 et y 5 et trouve pour I la va- 
leur que nous avons trouvee sub (120). II trace ensuite une 
parabole par les sommets des ordonnees y l , y 2 et t/ 3 , et une 
parabole par les sommets des ordonnees y 3l y A et y 4 , et il 
additionne ensemble les aires des deux moities de la figure 
obtenue ainsi. De cette maniere, il trouve pour I une seconde 
expression qu'il donne & la fin de Tart. 849. Mais MacLaurin 
y a fait une faute de calcul qui lui fait trouver l'aire 

A *J a - 90 • jft- 6xl6xl6x30240 + ' ## 

dont le dernier terme est inexact. 

II existe une traduction du Treatise of fluxions: 
Trait e des fluxions, par Pezenas, Paris, 1749. Les pa- 
ragraphes portent le meme chiffre que dans l'original. La 
faute de calcul dont nous venous de parler n'est pas corrige'e 
dans l'art. 849, tome II, de cette traduction. 

(60) Reif, Geschichte der unendlichen Reihen. 

Ttlbingen, 1889, pag. 87, dit: >Auparavant Euler avait donnl 
>la m£me formule d'approximation dans les Gommentarii Pe- 
>tropolitani de l'anne'e 1732 (publics en 1738), et il est 
> possible que MacLaurin ait connu cette publication. Ceci 
>cependant serait en contradiction avec le scrupule extreme 
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»avec lequel, en d'autres cas, il cite les resultats cTautrui, en 
»sorte que je crois pouvoir dire que MacLaurin a trouve 
»cette formule ind£pendamment d'Euler, qui lui aussi, de son 
>c6t£, doit en §tre regard^ comine l'auteur. Ainsi il serait 
»peut-etre juste d'unir les deux noms et d'appeler la formule 
»d' approximation : formule d'Euler et MacLaurin. D'autant 
>plus que d£ja les deux noms sont parfois employes; Schlo- 
i milch appelle la formule d'apres MacLaurin, Jordan (Co urs 
>d' Analyse, II, pag. 99), d'apres Euler". 

Cantor, Vorlesungen etc. Ill, pag. 663, ne croit nul- 
lement que MacLaurin ait connu la formule sub (114) avant 
Timpression de son Treatise. 

(5lj Oskar Schlomilch : Vorlesungen fiber einzelnen 

Theile der Hoheren Analysis, Braunschweig, 1866, 
pag. 226 (ou 1895, pag. 231) dit: >Sans faire attention an 
»reste, cette formule a 6t6 d£velopp£e d'abord par MacLaurin 
»dans le Treatise on fluxions (Lond. 1742) et donnle 
>ensuite par Euler dans 1' Ins tit. calc. differ. P. I, 
>cap. 5." Cependant la formule dont il est question ici ne 
se trouve pas a l'endroit indiqu£ par Schlomilch. On trouve 
la formule d'Euler d£velopp£e ci-dessus sub (106) dans son 
Institutionibus Calculi integralis, tome I, cap. VII, 
publie a Saint-Petersbourg en 1768; il en existe une tra- 
duction: Leonhard Euler's vollstandige Anleitung 
zur Integralrechnung. Aus dem Lateinischen ins 
Deutsche Qbersetzt von Joseph Salomon, Wien, 
1828—1830. Voyez cette traduction pag. 181. 

L'assertion de Schlomilch est certainement inexacte. La 
formule qu'il a en vue se trouve au tome VI des Comment. 
Petropol. qui ont 6t6 publics en 1738, tandis que le 
Treatise paraissait peut-etre a la fin de 1742 ou, ce qui 
est plus probable, au commencement de 1743. 

J. Bertrand: Traits de Calcul Integral, Paris, 1878, 
pag. 344. 

(52) Lavirotte: Exposition etc., pag. xlij. >Mais son 

> grand ouvrage, celui qui lui a cotite le plus de peine est 
>son Traits des fluxions, pag. xliij." Cet ouvrage lui 
»a coftt£ des peines infinies." 
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(53) Lavirotte: Exposition etc., pag. xlj. On trouve 

cette longue piece a la page 247 et les suivantes de la 6^ me 
Edition des Principia de Newton (de 1760). En effet il 
est etonnant que MacLaurin ait pa composer en dix jours 
seulement cette piece, avec ses figures nonibreuses et compli- 
qu£es. On aurait, en travaillant sans arret, de la peine a 
copier seulement la piece en un temps si court. 

On trouve aussi, a la page 288 de l'£dition des Prin- 
cipia, que nous venous de mentionner, une piece d'Euler 
concernant le meme sujet. 

(54) On ne trouve pas la phrase indiquee dans la traduc- 
tion de Pezenas. 

(55) Lavirotte: Exposition etc. pag. xxiv: >Malgr6 la 

» multitude de ses occupations et les frequents obstacles qu'il 
>rencontrait, il ne discontinua pas de suivre ses etudes particu- 
> litres avec la plus grand e assiduity, lisant tout ce qui paraissait 
>de nouveau, des qu'il pouvait en attendre quelque avantage." 
(5o) La note a la page 632 des Phil. Transact, dit: 

>Ce rapport tree scientifique et magistral fut compose proba- 
>blement par Pexcellent auteur lui-meme." 

Le tome VII des Commeut. Petropol. fut imprime' en 
1740 et le tome VIII en 1741. Cependant, il est tres vrai- 
semblable que la demonstration de la formule (114) donne'e 
par Euler dans le tome VIII, ainsi que cela a ete le cas 
avec la formule elle-meme au tome VI, a et£ connue en 
Angleterre longtemps avant la publication du tome VIII et 
qu'elle fut communiquee en 1736 deja a Stirling et a 
d'autres. 

En effet Euler a beaucoup ecrit; il ne se bornait pas a 
communiquer ses de*couvertes a ses amis, il etait encore tres 
dispose a faire connaitre ce qu'il avait trouv6 a ceux qui 
s'inWressaient a ses travaux et cela meme avant 1 'impression. 
Aussi, la plus grande partie de ce qu'il a compose n'a jamais 
et£ imprimee. Une edition complete in quarto de toutes ses 
oeuvres comporterait 2000 feuilles au moins. Ou voit claire- 
ment dans ses ecrits son inclination a confier au public des essais 
qui n'e'taient pas encore definitifs; probableraent qu'il travaillait 



194 

beaucoup plus pour la science que dans le desir de la gloire 1 ). 
Quoi qu'il en soit, il est difficile de croire qu'en 1742 — 
1743 encore MacLaurin n'ait pas connu les tomes VI et 
VIII (raais sp6cialement le tome VI) des Comment. Pe- 
tropol., tandis qu'avant ce temps il a bien 6tudie les tomes 
I — V et VII et s'en est servi largement. 

(57) MacLaurin etait membre de la Royal Society. Sans doute 

il lisait r£gulidrenient les Phil. Transact., probablement 
raeme avant qu'elles ne fussent imprimees. Son nom se trouve 
plusieurs fois parmi les noms d'auteurs dans le vol. VIII, entre 
autre presque directement aprds le rapport dont il est question 
dans la note precedente, notamment aux pages 675 et 709. 

(58) Gette raison ne semble pas bien claire; l'expression 
fournit matiere a discussion. 

(5§) Voyez les Phil. Transact. n°*. 436 et 439; Can- 
tor: Vorlesungen etc. Ill, pag. 761 — 766, et Enestrom, 
Bibliotheca, 1902, pag. 145. 

(60) Cantor, Vorlesungen etc. Ill, pag. 548, 562 et 568. 

(of) »I1 fut lu devant la Royal Society en Mars ou 

»Avril 1741, et aurait 6t6 imprim£ dans les Philosophi- 
cal Transactions, si je n'ayais desire le contraire." 
Trad, de l'orig. 

fay Voyez aussi Lacroix: Traits du Calc. diff. et 

du Calc. int. Paris, 1814, tome II, art>. 467— 473, pag. 138. 

(63) Carl Friedrich Gauss Werke, Dritter Band, 

Herausgegeben yon der Koniglichen Gesell- 
schaft der Wissenschaften zu Gottungen, 1866. 

Les donnees suivantes, dans l'ouvrage de Gauss que nous 
venons de mentionner peuvent etre corrig£es ainsi: 

11 37 

«' 170 ' " = 5: ~ 52500 et B = 8: IWOWOi- 

Ces fautes d'impression ne se trouvent pas dans l'ouvrage 
original: Commentationes societas regiae scien- 
tiarum Gottingensis. Vol. Ill, 1816. 



1) Cantor: Vorlesungen etc. Ill, pag. 582. 
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64) Gesammelte mathematische and astrono- 
mische Abhandlungen yon J. F. Encke, Erster Band, 
Berlin, 1888, pag. 101 et 102. 

(65) Probablement que Encke a en vue ici les inconv£- 

nients attaches a l'usage des formules de Gauss, dont on a 
parte amplement dans le § 37 de cette etude. Voyez aassi 
Jordan: Cours d 'Analyse de l'Ecole Polytechnique, 
Paris, 1883, tome II, § 106. 

(66) Voyez: Maxim. Marie, Histoire etc., tome XT, pag. 
109, 110 et 138. 

(67) Voyez en tre autre: Dirksen, Ueber die Methoden, 

den Wertb eines bestimmten Integrals nahe- 
rungsweise zu bestimmen, Berlin, 1832. 

Schellbach dans le tome XVI, 1836, pag. 192. du Jour- 
nal de Crelle. 

J. A. Grunert: Archiy der Mathematik und Phy- 
sik, tome XIV, 1850, art, XX, § 14. 

E. Heine: Anwendungen der Kugelfunctionen 
und der verwandten Functionen, Berlin, 1881, tome II. 

J. F. Encke: Gesammelte etc., pag. 100. 

(68) Voyez aussi le vol. 63, pag. 152 — 157, du meme 

Journal; 

B. Radau: Journal de Math^matiques pures et 
appliquees, tome VI, ann£e 1880, pag. 297. 

(69) Voyez le Journal de Math^matiques pures et 

appliquees, deuxieme s^rie, tome XIX, ann£e 1874, pag. 
19: Sur les Quadratures, par M. P. Tchebichef. 

(70) On a beaucoup ecrit sur ce sujet; on trouve sur cette 

matiere des articles dans presque tous les p£riodiques qui 
s'occupent des hautes math^matiques. 

(71) Soit & cause de son exactitude plus grande, on du 

calcul plus facile, soit parce que les coordonnees de certains 
points de la courbe limite sont d£j& connues, ou doivent 
etre recueillies dans le calcul; etc. 
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